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Резиме
У раду jе проучаван утицаj деформациjе суперпростора на ренормализабилност
Вес-Зумино модела формулисаног на њему. Дат jе преглед познатих резултата за
недеформисани Вес-Зумино модел, тj. показана jе његова ренормализабилност на
нивоу jедне петље, коришћењем методе позадинског поља, технике суперграфова и
димензионе редукциjе. Након тога, показано jе како се формализам деформационе
квантизациjе може применити за добиjање деформисаног суперпростора. Приме-
ном Дринфелдове теореме о твистовању на Хопфову алгебру универазално оба-
виjаjуће алгебре суперсиметричних трансформациjа U(S) добиjа се деформисана
Хопфова алгебра U(S)F , где jе F коjединични 2-коцикл за алгебру U(S). Твисто-
вана Хопфова алгебра U(S)F на алгебри суперпоља, A, индукуjе нови, деформисани
производ, такозвани ?-производ, тако да jе алгебра A са новим множењем, U(S)F -
модул алгебра. Описани формализам деформисања алгебре суперпоља примењен
jе за два конкретна избора твиста.
Први разматрани пример jе такозванаD-деформациjа, за коjу jе твист нехермит-
ски и изражен jе само преко суперковариjантних извода Dα. Деформисана универ-
зално обавиjаjућа алгебра суперсиметриjе ниjе се променила, што значи да jе пуна
суперсиметриjа очувана. Применом ове деформациjе и бозонски и фермионски сек-
тор суперпростора претрпео jе промену у (анти)комутационим релациjама. Очуван
копроизвод при твистовању, обезбедио jе непромењено Лаjбницово правило при де-
ловању суперсиметричних трансформациjа на ?-производ суперпоља. Формулисан
jе деформисан Вес-Зумино модел, заменом обичног множења у тачки ?-множењем и
коришћењем киралних проjектора. Добиjени модел jе инвариjантан на пуну супер-
симетриjу и поред чланова добиjених деформациjом чланова из недеформисаног
Вес-Зумино модела укључена су и два такозвана неминимална члана. Размотрена
jе ренормализабилност добиjеног модела, рачунањем ефективног деjства на нивоу
jедне петље до петог степена по класичном суперпољу. Као и у недеформисаном
Вес-Зумино моделу, нема "пуноглавац"-диjаграма, а масени члан се не ренорма-
лизуjе директно, што jе у складу са теоремом о неренормализовању. Добиjене су
дивергенциjе трећег и четвртог степена по класичном суперпољу. Нађен jе специ-
jални избор параметара модела за коjи jе он ренормализабилан, као и случаj у коме
се све редефинициjе изражаваjу преко ренормализациjе jачине суперпоља.
Друга деформациjа разматрана у раду, остварена jе применом хермитског тви-
ста коjи зависи од фермионских извода ∂α и ∂̄α̇. Деформисана Хопфова алгебра
универзално обавиjаjуће алгебре суперсиметричних трансформациjа, претрпела jе
промене у копроизводима за суперсиметричне генераторе Qα и Q̄α̇. Уведени ?-
производ променио jе само структуру фермионског дела суперпростора. Добиjен
jе деформисани Вес-Зумино модел заменом обичног множења ?-множењем и при-
меном киралних проjектора. Како jе деформисано Лаjбницово правило за дело-
вање суперсиметричних трансформациjа на ?-производ два суперпоља промењено,
деформисано деjство има само твистовану суперсиметриjу. Добиjено деjство jе не-
локално, због употребе киралних проjектора. Израчуната jе корекциjа ефективног
деjства на нивоу jедне петље, закључно са члановима квадратичним по класич-
ним суперпољима и добиjено jе мноштво дивергентних чланова коjи нису присутни
у полазном деjству, па хермитски деформисани Вес-Зумино модел ниjе ренорма-
лизабилан. Твистована суперсиметриjа jе недовољна за поништавање добиjених
дивергенциjа.
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Abstract
In this dissertation, the impact of deformation of the superspace on renormalizability
of the Wess-Zumino model, formulated on it, is studied. The review of known results
for the undeformed Wess-Zumino model is given, i.e. renormalizability of the Wess-
Zumino model is demonstrated by calculating the one-loop effective action using the
background field method, supergraph technique and dimensional reduction. Further, it
has been shown how the deformation quantization formalism can be used for obtaining
the deformed superspace. Applying the Drinfeld twisting theorem on the Hopf algebra
of universal enveloping algebra of supersymmetric transformations U(S), the deformed
Hopf algebra U(S)F is obtained, where F is counital 2-cocycle for the algebra U(S).
The twisted Hopf algebra U(S)F induces the new deformed product - ?-product on
the algebra of superfields A. The algebra A with the new product is a U(S)F -algebra.
The described formalism of deforming the superfield algebra is applied for two different
choices of the twist.
The first considered example is so-called D-deformation, with non-hermitian twist,
which is expressed only in terms of the supercovariant derivatives Dα. The deformed
universal enveloping algebra of supersymmetric transformations remains the same, which
means that the full supersymmetry is preserved. Applying this deformation, the (anti)co-
mmutation relations for both the bosonic and fermionic sector of the superspace are
changed. The Leibniz rule for the action of supersymmetric transformations on the ?-
product of superfields remains unchanged due to the preserved coproduct. The deformed
Wess-Zumino model is formulated by replacing the usual product with ?-product and
applying the chiral projectors. The obtained model is invariant under full supersymmetry
and beside the terms obtained by deformation of the terms present in the undeformed
Wess-Zumino model, two additional so-called non-minimal terms are included. The
renormalizability of the obtained model was considered, by calculating the one-loop
effective action up to the fifth power in the classical superfield. As in the case of the
undeformed Wess-Zumino model, there is no "tadpole"-diagrams, and the mass-term is
not directly renormalized, which is in accordance with the non-renormalization theorem.
The divergences of the third and fourth power in the classical superfield are obtained.
The special choice of the parameters of the model which renders it renormalizable is
found, so is the case in which all the redefinitions are expressed in terms of the superfield
strength renormalization.
The second deformation examined in this work, is defined by the hermitian twist,
which depends on the fermionic derivatives ∂α and ∂̄α̇. The deformed universal enveloping
algebra of supersymmetric transformations is changed, particularly the coproducts of
the supersymmetry generators Qα and Q̄α̇. The defined ?-product alters only the
structure of the fermionic part of the superspace. By replacing the usual product
with ?-product and using the chiral projectors, the deformed Wess-Zumino model is
obtained. The deformed action has only the twisted supersymmetry due to the changes
in the deformed Leibniz rule for the the action of the supersymmetry transformations on
the ?-product of two superfields. The one-loop effective action correction is calculated
up to the terms quadratic in the classical superfields. Many divergent terms, absent
from the starting action, arise, so deformed Wess-Zumino model with hermitian twist is
not renormalizable. The twisted supersymmetry is not enough to cancel the obtained
divergences.
Key words: non(anti)commutative spaces, supersymmetry, deformed Wess-Zumino
model, Hopf algebra, quantum field theory, renormalization
Scientific field: Physics
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Два угаона камена теориjске физике постављена почетком двадесетог века, ква-
нтна теориjа и специjална теориjа релативности, омогућила су њен развоj и фор-
мирање квантне теориjе поља као оквира за опис фундаменталних интеракциjа.
То jе довело до формулисања калибрационих теориjа електрослабе и jаке интер-
акциjе као ренормализабилних квантних теориjа поља. Изван овог оквира остала
jе гравитациона интеракциjа, описана општом теориjом релативности, коjа jе дала
потпуно нови поглед на природу простора и времена. За разлику од осталих тео-
риjа, код коjих jе простор-време Минковског арена за одигравање интеракциjа, у
општоj теориjи релативности гравитационо поље манифестуjе се закривљеношћу
простор-времена, па jе потребно квантовати само простор-време.
При покушаjима да се гравитациjа придружи осталим фундаменталним интер-
акциjама у теориjском опису, настаjу броjне тешкоће. Директном применом техника
квантне теориjе поља на гравитационо поље добиjаjу се бесконачности коjе се не
могу уклонити из теориjе, тако да општа теориjа релативности ниjе ренормали-
забилна. Да би се ти проблеми превазишли, развиjени су разни приступи попут
теориjе струна [1] и квантне гравитациjе петаља [2]. Како jе у општоj теориjи
релативности присуство материjе извор закривљености простор-времена, мерења
растоjања реда Планкове дужине, укључивала би честице маса толико великих, да
би закривљеност коjу оне производе била већа од растоjања коjа се мере. Из тих
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разлога, jасно jе да се мора одбацити концепт простор-времена као континуума.
Jош тридесетих година двадесетог века, Хаjзенберг [3] jе предложио увођење
ненултих комутационих релациjа за координате, као начина за уклањање ултра-
љубичастих бесконачности у квантноj теориjи поља. Време за Хаjзенбергову идеjу
ниjе било сазрело па jе, развоjем техника регуларизациjе и ренормализациjе, она
пала у заборав, док Снидер [4] ниjе нашао дискретно решење за простор-време коjе
jе инвариjантно на Лоренцове трансформациjе. У добиjеном решењу координате
међусобно не комутираjу, док за координате и импулсе важе модификоване Хаj-
зенбергове релациjе неодређености. Тако jе настао некомутативни простор, а идеjе
некомутативности математички су уобличене у теориjу некомутативне геометриjе
[5; 6; 7; 8].
Интерес за развоj теориjа поља на некомутативним просторима интензивиран
jе открићем везе некомутативности са M-теориjом и теориjом струна. Кон, Даглас
и Шварц [9] су увели некомутативне просторе као могуће компактификациjе мно-
гострукости простор-времена, док су Саjберг и Витен [10] показали да координате
краjева отворене бозонске струне коjи се налазе наD-брани у присуству константног
Ниве-Шварц B-поља не комутираjу. На таj начин, теориjа поља на некомутатив-
ном простору може се интерпретирати као нискоенергетски лимес теориjе отворене
струне.
Значаjна идеjа теориjске физике, настала седамдесетих година двадесетог века
jе суперсиметриjа - релативистичка симетриjа између бозона и фермиона. Откриће
суперсиметриjе остварено jе радовима Рамона [11], Нивеа иШварца [12] у контексту
теориjе струна. Паралелно су Гољфанд и Лихтман [13] разматрали екстензиjе По-
енкареове групе и дефинисали суперсиметричну алгебру укључивањем генератора
фермионских транслациjа.
Чувена теорема Колемана и Мандуле [14] давала jе ограничење за групу симе-
триjе S-матрице четвородимензионе квантне теориjе поља. По њоj, jедини валидни
облик групе симетриjе био jе директни производ Поенкареове групе и групе уну-
тршње симетриjе. Да би се превазишла ограничења те теореме, Хаг, Лопушански
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и Зониjус [15] су разматрали уместо Лиjевих алгебара градиране Лиjеве алгебре и
показали да се на таj начин Поенкареова алгебра прошируjе до суперсиметричне
алгебре. Увођење новог алгебарског концепта, омогућило jе тако проширење симе-
триjе.
Изузетно важан корак у развоjу суперсиметриjе, учинили су Вес и Зумино
[16; 17]. Они су конструисали линеарну репрезентациjу суперсиметриjе, ренормали-
забилни суперсиметрични лагранжиjан - такозвани Вес-Зумино модел и демонстри-
рали неренормализовање масе и константе интеракциjе. Следећи природни корак
било jе проширивање поjма простор-времена на суперпростор, укључивањем фер-
мионских координата и увођење суперпоља као функциjа на суперпростору [18; 19].
Формулациjа Вес-Зумино модела преко суперпоља омогућила jе елегантно рачу-
нање пертурбативних корекциjа у ефективном деjству и доказ теореме о неренор-
мализовању [20].
Суперсиметриjа сврстава честице различитог спина у мултиплете дегенерисане
по маси, тако да сваки феримон има два суперсиметрична партнера, бозона исте
масе (jер jе броj степени слободе фермиона два). Теориjе инвариjантне на супер-
симетриjу имаjу задивљуjуће своjство да су мање ултраљубичасто дивергентне од
одговараjућих теориjа без суперсиметриjе. Та особина jе последица поништавања
дивергенциjа коjе потичу од бозонских и фермионских петаља. Међутим, на тре-
нутно експериментално доступним енергиjама не опажа се постоjање фермиона и
бозона дегенерисаних по маси, па се на суперсиметриjу мора посматрати у контек-
сту нарушења симетриjе. У стандардном моделу електрослабих интеракциjа при
спонтаном нарушењу симетриjе преносиоци слабе интеракциjе, W± и Z0 бозони,
добиjаjу велике масе, пропорционалне маси Хигсовог бозона, док фотон остаjе без-
масен, захваљуjући резидуалноj симетриjи. На сличан начин, могуће jе нарушити
суперсиметриjу тако да разлике у масама између суперсиметричних партнера буду
велике, али да особине неренормализовања остану на снази [21]. Радиjативне ко-
рекциjе у том случаjу нису егзактно нула, већ могу да имаjу коначне износе, реда
енергиjа нарушења суперсиметриjе. У таквом сценариjу, и маса Хигсовог бозона
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би се ренормализовала, али само за коначни износ. На таj начин, суперсиметриjа
решава битан проблем хиjерархиjе при конструисању теориjе великог уjедињења
(Grand Unified Theory). Ако постоjи таква теориjа, она jе спонтано нарушена до
групе симетриjе стандардног модела, коjа jе опет нарушена до групе симетриjе елек-
тромагнетне интеракциjе. У несуперсиметричноj теориjи, маса Хигсовог бозона би
се ренормализовала за бесконачни износ што би нарушило стабилност спонтаног
нарушења у ова два сектора. У случаjу суперсиметричне теориjе, таj проблем не
постоjи, пошто са маса Хигсовог бозона ренормализуjе за коначни износ1.
Како би се искористиле предности суперсиметриjе при ренормализациjи, могуће
jе конструисати супергравитациjу, теориjу коjа се добиjа локализациjом суперсиме-
триjе [23]. Она природно садржи општу теориjу релативности, jер jе Лоренцова
група подгрупа суперсиметричне групе. Суперсиметриjа, заиста, побољшава ре-
нормализабилност гравитациjе, међутим не чини jе ренормализабилном [24].
Да би се превазишли проблеми коjе квантна теориjа поља има на малим расто-
jањима, потребно jе, на неки начин, додатно проширити симетриjу. Jедан од при-
ступа jе конструисање теориjа коjе комбинуjу некомутативност са суперсиметриjом
[25; 26; 27; 28]. У таквим теориjама деформисан jе суперпростор, па у општем
случаjу, фермионске координате не антикомутираjу или међусобно не комутираjу
фермионске и бозонске координате. Слично као у случаjу некомутативности бо-
зонских координата, некомутативност суперкоордината може се добити из теориjе
суперструна [26; 29; 30].
Веома елегантан метод за конструисање некомутативних суперпростора jе де-
формисање Хопфове алгебре суперсиметричних трансформациjа увођењем твиста.
Деформисана Хопфова алгебра делуjе на алгебру функциjа на суперпростору, тако
што деформише обично множење у тачки у не(анти)комутативно ?-множење. Те-
ориjу твистовања развио jе Дринфелд у радовима [31; 32; 33]. Ова теориjа омогу-
ћава сагледавање симетриjа некомутативних простора као твистованих симетриjа
1Детаљниjе излагање аргумената у вези са решењем проблема хиjерархиjе, може се наћи у
чланку Веса у књизи посвећеноj историjату суперсиметриjе [22].
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[34; 35; 36; 37; 38; 39; 40; 41]. То jе приступ коjи ће бити примењен и у овом раду.
Наjпре ћемо у другоj глави дати преглед основних поjмова суперсиметриjе: де-
финисаћемо суперпростор и функциjе на њима - такозвана суперпоља. Затим ћемо
размотрити иредуцибилне репрезентациjе суперсиметричне алгебре на простору су-
перпоља, па полазећи од киралних суперпоља, конструисаћемо суперсиметричну
ренормализабилну теориjу поља - Вес-Зумино модел. Оваj модел биће полазиште
за истраживање у овом раду.
У трећоj глави ћемо дефинисати Хопфову алгебру и показати као се суперсиме-
трична алгебра може формулисати на jезику Хопфових алгебара. Метод деформа-
ционе квантизациjе, омогућиће нам деформисање суперсиметричне алгебре и њеног
деjства на простору функциjа на суперпростору.
Главни резултати тезе налазе се у четвртоj и петоj глави. Користећи два специ-
фична примера твиста - D-деформациjу и хермитску деформациjу, добићемо два
различита не(анти)комутативна суперпостора. Укључивањем инвариjанти у од-
носу на твистовану суперсиметриjу, добићемо два твистовано суперсиметрична Вес-
Зумино модела и размотрићемо њихову ренормализабилност. У последњоj глави ди-
скутовани су добиjени резултати, док су конвенциjе коjе се користе у раду, детаљи







У овоj глави даћемо преглед основних поjмова суперсиметриjе. Неке од стан-
дарних књига коjе обрађуjу ову област су [42; 43; 44]. На почетку ћемо дефинисати
суперсиметричну алгебру, суперсиметрични простор и на њему суперпоља. Такође,
формулисаћемо ренормализабилну теориjу поља, базирану на киралним суперпо-
љима, такозвани Вес-Зумино модел. Ова теориjа представља полазиште за даље
конструисање деформисаног не(анти)комутативног суперсиметричног Вес-Зумино
модела, што jе предмет наредних глава.
2.1 Суперсиметрична алгебра
Суперсиметрична алгебра дефинисана jе релациjама:
[Pm, Pn] = [Pm, Qα] = [Pm, Q̄α̇] = 0 , {Qα, Qβ} = {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0 ,
[Mmn, Pr] = i(ηnrPm − ηmrPn) , {Qα, Q̄α̇} = 2σmαα̇Pm ,
[Mmn, Qα] = −i(σmn) βα Qβ , [Mmn, Q̄α̇] = −i(σ̄mn)α̇β̇Q̄
β̇ , (2.1)
где грчки индекси α, α̇, . . . узимаjу вредности 1 и 2 и преброjаваjу компоненте Ваj-
лових спинора Qα, Q̄α̇, а латинични индекси m,n, r узимаjу вредности од 0 до 3 и
преброjаваjу компоненте Лоренцових четворовектора. Компоненте метричког тен-
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зора су ηmn = diag(−1, 1, 1, 1)1. Елементи алгебре Pm и Mmn представљаjу генера-
торе транслациjа и Лоренцових трансформациjа и припадаjу Поенкареовоj алгебри,
док су Qα i Q̄α̇ генератори суперсиметричних трансформациjа. То су нови обjекти
коjима jе проширена Поенкареова алгебра.
Добиjена алгебарска структура назива се Z/2 градирана Лиjева алгебра или су-
пералгебра. Векторски простор супералгебре дат jе у облику:
S = S0 ⊕ S1, (2.2)
где jе S0 парни (комутираjући, бозонски) део алгебре, а S1 непарни (антикомути-
раjући, фермионски) део. Елементи супералгебре коjи припадаjу или S0 или S1
називаjу се хомогеним. Парност елементa x ∈ S0 je |x| = 0, а елемента y ∈ S1 jе
|y| = 1. Уместо комутатора у Лиjевоj алгебри, у градираноj Лиjевоj алгебри уводи
се уопштени комутатор {, ] : S ⊗ S → S коjи задовољава:
{Si,Sj] ⊂ S(i+j)mod 2 , (2.3)
{x, y] = (−1)|x||y|+1{y, x] , (2.4)
{x, {y, z]] + (−1)|x|(|y|+|z|){y, {z, x]] + (−1)|z|(|x|+|y|){z, {x, y]] = 0 . (2.5)
Релациjа (2.4) jе уопштена особина антисиметричности, а (2.5) представља уоп-
штени Jакобиjев идентитет. Ознака {, ] тумачи се као комутатор ако jе бар jедан од
аргумената бозонски, а као антикомутатор, ако су оба аргумента фермионска.
Минимална подалгебра алгебре (2.1) коjоj припадаjу супесиметрични генера-
тори Qα и Q̄α̇, састоjи се jош само од генератора транслациjа Pm, jер jе антико-
мутатор Qα и Q̄α̇ пропорционалан са Pm, док су остали (анти)комутатори ових
генератора нула. Ми ћемо под суперсиметричном алгебром подразумевати ову ми-
нималну подалгебру:
S = span{P,Q, Q̄} . (2.6)
Поред алгебре (2.1) коjа представља наjмање уопштење Поенкареове алгебре,
могуће jе дефинисати и проширену суперсиметричну алгебру, коjа има додатне
1Конвенциjе коjе се користе у раду су у складу са књигом [42] и сабране су у додатку A.
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фермионске генераторе, а такође jе конзистентна са релативистичком квантном
теориjом поља [42].
2.2 Суперпростор и суперпоља
Суперсиметрични простор jе генерисан координатама xm, θα и θ̄α̇, m = 0, 1, 2, 3,
α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇. Координате xm представљаjу координате четвородимензио-
ног простора Минковског и њих ћемо звати бозонским координатама, док су θα
и θ̄α̇ Ваjлови спинори чиjе су компоненте Грасманови, антикомутираjући броjеви
и њих ћемо звати фермионским координатама. Заjедно (xm, θα, θ̄α̇) представљаjу
суперкоординате. Метрика у простору Минковског jе дата са x2 = ηmnxmxn =
−(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2.
Суперкоординате задовољаваjу следеће (анти)комутационе релациjе:
[xm, xn] = [xm, θα] = [x
m, θ̄α̇] = {θα, θβ} = {θ̄α̇, θ̄β̇} = {θα, θ̄α̇} = 0 . (2.7)
Произвољна функциjа на суперпростору F (x, θ, θ̄) назива се (скаларно) супер-
поље2 и може да се развиjе у ред по θ и θ̄. Како су компоненте спинора θ и θ̄
Грасманови броjеви, оваj развоj има коначно много чланова:
F (x, θ, θ̄) =f(x) + θφ(x) + θ̄χ̄(x) + θθm(x) + θ̄θ̄n(x) + θσmθ̄vm(x)
+ θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θϕ(x) + θθθ̄θ̄d(x) . (2.8)
У развоjу (2.8) поља f(x), m(x), n(x) и d(x) су скаларна, поље vm(x) jе векторско
поље, док су поља φ(x), χ̄(x), λ̄(x) и ϕ(x) Ваjлови спинори. Масене димензиjе ових
поља су редом [F (x)] = [f(x)], [φ(x)] = [χ̄(x)] = [f(x)] + 1
2
, [m(x)] = [n(x)] = [vl(x)] =
[f(x)] + 1, [λ̄(x)] = [ϕ(x)] = [f(x)] + 3
2
и [d(x)] = [f(x)] + 2. Масена димензиjа
фермионских координата θ и θ̄ очигледно jе −1
2
.
2У зависности од тога како се при Лоренцовим трансформациjама трансформише наjнижа
компонента суперпоља, оно може бити скаларно, спинорско, векторско, тензорско итд. У овом
раду разматраjу се само скаларна суперпоља, па ћемо их краће звати само суперпоља.
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Суперсиметричне трансформациjе могу се дефинисати као трансформациjе та-
чака суперпростора. За произвољну групу G коjа има подгрупу H групно множење
дефинише jедно пресликавање на простору фактор групе G/H. Лоренцова група
Λ jе подгрупа суперсиметричне групе S, па можемо увести елементе фактор групе
S/Λ као косете Лоренцове групе. Елемент суперсиметричне групе, написан у ек-
споненциjалноj параметризациjи има облик: ei(−aP+
1
2
λmnMmn+ξQ+ξ̄Q̄), где су a, λ, ξ
и ξ̄ параметри коjи одговараjу редом транслациjама, Лоренцовим трансформаци-
jама и суперсиметричним генераторима. Произвољни елемент фактор групе S/Λ jе
косет коjи одговара супертранслациjи g(x, θ, θ̄) = ei(−aP+θQ+θ̄Q̄). Множењем косета





g(a, ξ, ξ̄)g(x, θ, θ̄) = g(x+ a+ iθσξ̄ − iξσθ̄, θ + ξ, θ̄ + ξ̄) . (2.9)
Одавде се види да деjство елемента g(a, ξ, ξ̄) узрокуjе кретање у суперпростору, тако
да се суперкординате трансформишу као:
δxm = a+ iθσmξ̄ − iξσmθ̄ , δθ = ξ , δθ̄ = ξ̄ . (2.10)




се Лоренцова трансформациjа координата x, θ и θ̄.
При трансформациjама x → x − δx, θ → θ − δθ, θ̄ → θ̄ − δθ̄ класично скаларно
суперпоље се трансформише на следећи начин:
F ′(x− δx, θ − δθ, θ̄ − δθ̄) = F (x, θ, θ̄) . (2.11)
Како jе
δF = F ′(x, θ, θ̄)− F (x, θ, θ̄) = F (x+ δx, θ + δθ, θ̄ + δθ)− F (x, θ, θ̄)
= e−i(−ap+ξq+ξ̄q̄)F (x, θ, θ̄) , (2.12)
то можемо одредити диференциjалне операторе коjи репрезентуjу импулс и генера-
торе суперсиметриjе, p, q и q̄ у репрeзентациjи класичног скаларног суперпоља:
pm = −i∂m , qα = i∂α + σmαα̇θ̄α̇∂m , q̄α̇ = −i∂̄α̇ − θασmαα̇∂m . (2.13)
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Оператори (2.13) очигледно задовољаваjу антикомутационе релациjе суперсиме-
тричне алгебре (2.1).
Закон трансформациjе суперпоља F (x, θ, θ̄) при суперсиметричним инфините-
зималним трансформациjама одређеним параметрима ξ и ξ̄, добиjен из jедначина
(2.12) jе:





где су Qα и Q̄α̇ нови диференциjални оператори3 дефинисани релациjама:
Qα = ∂α − iσmαα̇ θ̄α̇∂m , (2.15)
Q̄α̇ = −∂̄α̇ + iθασmαα̇∂m . (2.16)
Оператори (2.15) и (2.16) задовољаваjу антикомутационе релациjе:
{Qα, Qβ} = 0 , {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0 , {Qα, Q̄α̇} = 2iσ
m
αα̇∂m . (2.17)
Комутатор две суперсиметричне трансформациjе припада суперсиметричноj ал-
гебри и пропорционалан jе импулсу:
[δξ, δη] = 2i(ξσ
mη̄ − ησmξ̄)∂m . (2.18)
Суперсиметрична трансформациjа производа два суперпоља може се због лине-
арности суперсиметричних генератора написати на следећи начин:
δξ(F ·G) = (ξQ+ ξ̄Q̄)(FG) = (δξF ) ·G+ F · (δξG) . (2.19)
Претходна jеднакост представља Лаjбницово правило за деловање суперсиметрич-
них трансформациjа.
Из линеарности диференциjалних оператора (2.15) и (2.16) следи да се прои-
звољна лиеарна комбинациjа суперпоља, као и производ суперпоља (множење jе
уобичаjено множење вредности функциjа у тачки) трансформише по (2.14), тj.
3Ови оператори нису исто што и апстрактни генератори суперсиметричних трансформациjа.
Пошто ће се у даљем тексту, искључиво користити диференциjални оператори, без опасности да
дође до забуне, њих ћемо означавати са Qα и Q̄α̇.
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представља суперпоље. Исто важи и за извод суперпоља F , ∂mF , зато што ∂m
комутира са Q и Q̄. Међутим, спинорски изводи не комутираjу са генераторима су-
персиметричних трансформациjа, па величине ∂αF и ∂̄α̇F нису суперпоља. Зато jе
потребно дефинисати спинорске ковариjантне изводе, такозване суперковариjантне
изводе, Dα и D̄α̇ тако да важи δξDαF = DαδξF и δξD̄α̇F = D̄α̇δξF . Суперковари-
jантни изводи могу се дефинисати као:




D̄α̇ = −∂̄α̇ − iθασmαα̇∂m . (2.21)
Оператори D и D̄4 антикомутираjу са генераторима Q и Q̄ и задовољаваjу следеће
антикомутационе релациjе:
{Dα, Dβ} = 0 , {D̄α̇, D̄β̇} = 0 , {Dα, D̄α̇} = −2iσ
m
αα̇∂m . (2.22)
Деjство суперковариjантних извода на производ два суперпоља F и G дато jе
следећим изразима:
Dα(FG) = (DαF )G+ (−1)|F |F (DαG) , (2.23)
D̄α̇(FG) = (D̄α̇F )G+ (−1)|F |F (D̄α̇G) , (2.24)
што значи да за њих важи Лаjбницово правило.
Ако се jедначина (2.14) развиjе у ред по θ и θ̄ можемо да очитамо законе транс-
формациjа компонентних поља:
δξf = ξφ+ ξ̄χ̄ , (2.25)
δξφα = 2mξα + (σ
mξ̄)α(vm + i(∂mf)) , (2.26)
δξχ̄









4У додатку B су наведене неке корисне релациjе коjе важе за суперковариjантне изводе, а
коришћене су у овом раду.
12
Глава 2. Суперсиметрични простор

























Из jедначина (2.25-2.33) види се да се при суперсиметричним трансформациjама
компоненте суперпоља трансформишу jедне у друге, па jе простор суперпоља за-
творен на деловање суперсиметричних трансформациjа и представља линеарну ре-
презентациjу суперсиметричне алгебре. Ова репрезентациjа jе редуцибилна. Ире-
дуцибилне репрезентациjе могу се добити наметањем веза коjе су ковариjантне на
деловање суперсиметричних трансформациjа. Jедан начин за добиjање таквих веза
jе коришћењем диференциjалних оператора D i D̄, jер они антикомутираjу са опе-
раторима Q и Q̄, па комутираjу са суперсиметричним трансформациjама (2.14),
што значи да су везе изражене преко њих очуване при деловању суперсиметричних
трансформациjа.
2.3 Иредуцибилна суперпоља
Као што jе речено у поглављу посвећеном суперпољима, општа суперпоља су
редуцибилна при деловању суперсиметричних трансформациjа. Применом супер-
ковариjантних извода можемо добити неке иредуцибилне репрезентациjе суперси-
метриjе на простору суперпоља. Примери иредуцибилних суперпоља значаjних за
оваj рад су кирално и антикирално суперпоље.
2.3.1 Кирално суперпоље
Размотримо наjпре случаj киралног суперпоља. Нека jе Φ суперпоље за коjе
важи:
D̄α̇Φ = 0 . (2.34)
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Такво суперпоље назива се кирално суперпоље. Веза (2.34) се лако може решити ако
се са просторних координата xm пређе се на киралне координате ym = xm + iθσmθ̄.
Ове координате очигледно задовољаваjу везу (2.34): D̄α̇ym = D̄α̇(xm + iθσmθ̄) = 0.
Поред киралних координата услов (2.34) задовољава и координата θ: D̄α̇θ = 0.
Одавде закључуjемо да jе произвољна функциjа променљивих ym и θ задовољава
услов (2.34). Да jе то наjопштиjе решење везе (2.34) може се видети, ако се ковари-
jантни извод D̄ напише преко ym, θ и θ̄: D̄α̇ = −∂̄α̇, што значи да кирално суперпоље
зависи од θ̄ само кроз зависност од ym. Развоj по θ и θ̄ киралног суперпоља има
следећи облик:
Φ(x, θ, θ̄) = A(y) +
√
2θψ(y) + θθF (y)









mθ̄ + θθF (x) . (2.35)
За разлику од наjопштиjег суперпоља коjе у мултиплету садржи девет разли-
читих поља (четири скаларна, четири спинорска и jедно векторско) у киралном
мултиплету налазе се само три поља: два комплексна скаларна A(x) и F (x) и jе-
дан леви Ваjлов спинор ψ(x). Одавде jе jасно да jе кирално поље иредуцибилно
у односу на деловање суперсиметричних трансформациjа, jер произвољно супер-
поље коjе ниjе константно мора садржати бар jедну бозонску и jедну фермионску
компоненту.
Веома jе погодно изразити компонентна поља као суперковариjантне изводе су-
перпоља рачунате при θ = θ̄ = 0. У случаjу киралног суперпоља компонентна поља
се могу изразити на следећи начин:




DαΦ(x, θ, θ̄)|θ=θ̄=0 , (2.37)
F (x) = −1
4
D2Φ(x, θ, θ̄)|θ=θ̄=0 . (2.38)
Овакав запис омогућава jедноставно рачунање закона трансформациjе компонент-
них поља, заменом оператора Q и Q̄ операторима D и D̄ и коришћењем рела-
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циjа (2.22). На пример, за поље ψα се на оваj начин добиjа:
√
2δψα = δDαΦ| =
(ξβDβ + ξ̄α̇D̄
α̇)DαΦ| = (ξβ 12εβαD
2− ξ̄β̇({D̄β̇, Dα} −DαD̄β̇))Φ| = 2iσmαβ̇ ξ̄
β̇(∂mA) + 2ξαF .
При суперсиметричним трансформациjама компоненте киралног поља се транс-












Из закона трансформациjе компонентних поља киралног мултиплета, види се да jе
оваj мултиплет затворен на деловање суперсиметричних трансформациjа, па чини
иредуцибилну репрезентациjу суперсиметричне алгебре. Наjвиша компонента ки-
ралног мултиплета у развоjу по θ и θ̄, коjа ниjе извод другог поља jе F (x). Поље
F (x) се трансформише при суперсиметричним трансформациjама као тотална ди-
вергенциjа, што значи да вариjациjа тог поља под интегралом по простору може да
се претвори у интеграл на граници, а такав интеграл jе нула уз погодно изабране
граничне услове. То jе важно при конструисању лагранжиjана инвариjантних на
суперсиметричне трансформациjе.
2.3.2 Антикирално суперпоље
Аналогно са киралним пољем, може се дефинисати и антикирално поље (десно
кирално поље). Оно задовољава везу:
DαΦ
+ = 0 . (2.42)
Преласком са координата (xm, θ, θ̄) на координате (y+m, θ, θ̄), где jе y+m = xm −
iθσmθ̄, веза (2.42) се може преписати као: DαΦ+ = ∂αΦ+ = 0, па jе наjопштиjе
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антикирално поље следећег облика:
Φ+(x, θ, θ̄) = A∗(y+) +
√
2θ̄ψ̄(y+) + θ̄θ̄F ∗(y+)











Развоj (2.43) се може добити конjуговањем развоjа (2.35). Компоненте антики-
ралног мултиплета су два комплексна скаларна поља A∗(x) и F ∗(x) и jедан десни
Ваjлов спинор ψ̄(x).
Компонентна поља антикиралног суперпоља, изражена као суперковариjантни
изводи суперпоља рачунати при θ = θ̄ = 0 имаjу следећи облик:





+(x, θ, θ̄)|θ=θ̄=0 , (2.45)
F ∗(x) = −1
4
D̄2Φ+(x, θ, θ̄)|θ=θ̄=0 . (2.46)
При суперсиметричним трансформациjама компоненте антикиралног поља се
















Слично као у случаjу киралног мултиплета, наjвиша компонента антикиралног мул-
типлета у развоjу по θ и θ̄, коjа ниjе извод другог поља, F ∗(x), се трансформише
при суперсиметричним трансформациjама као тотална дивергенциjа, што значи да
и такав члан може да се користи у конструисању лагранжиjана инвариjантних на
суперсиметричне трансформациjе.
2.3.3 Кирални проjектори
Произвољно суперпоље jе редуцибилна репрезентациjа суперсиметриjе, па jе по-
требно наћи његово разлагање на иредуцибилне делове. То се може учинити помоћу
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диференциjалних оператора коjи проjектуjу произвољно суперпоље редом на његов











Директним рачуном може се проверити да за ове операторе важи P1 +P2 +PT = 1.












може се показати jе скуп оператора P1, P2, P+, P− и PT затворен на множење
(композициjу оператора) и задовољава таблицу множења 2.1. Директним рачуном,
◦ P1 P2 P+ P− PT
P1 P1 0 P+ 0 0
P2 0 P2 0 P− 0
P+ 0 P+ 0 P1 0
P− P− 0 P2 0 0
PT 0 0 0 0 PT
Слика 2.1: Таблица множења киралних проjектора
може се проверити да за кирално суперпоље Φ важи P2Φ = Φ, слично и за антики-
рално суперпоље Φ+ важи P1Φ+ = Φ+. Применом оператора (2.50) на произвољно
суперпоље F , чиjи jе компонентни развоj дат изразом (2.8), можемо добити иреду-
цибилне компоненте суперпоља F . На таj начин добиjамо кирални део суперпоља
17

































































































Fch = m . (2.55)


































































































F ∗ach = n . (2.59)
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Иако киралним проjекторима можемо добити кирално, односно антикирално
суперпоље полазећи од произвољног суперпоља, због нелокалног оператора −1 у
киралним проjекторима, не може се аутоматски тврдити да се θθ, односно θ̄θ̄ ком-
понента добиjеног киралног, односно антикиралног дела датог суперпоља транс-
формише као тотална дивергенциjа при суперсиметричним трансформациjама, већ
се то мора у сваком поjединачном случаjу посебно проверити.
Затвореност киралних проjектора на множење омогућава инвертовање опера-
тора изражених преко њих. Нека jе X оператор дат изразом:
X = AP1 +DP2 +BP+ + CP− + EPT , (2.60)
где су A, B, C, D и E инвертибилни оператори (сем ако их нема у развоjу оператора
X), тада jе његов инверз дат изразом:
X−1 = (A−BD−1C)−1P1 + (D − CA−1B)−1P2 + E−1PT
− A−1B(D − CA−1B)−1P+ −D−1C(A−BD−1C)−1P− . (2.61)
Примена киралних проjектора биће значаjна код налажења пропагатора за су-
перпоља у теориjама коjе се разматраjу у овом раду.
2.4 Конструкциjа Вес-Зумино модела
Пошто смо дефинисали кирално и антикирално суперпоље, можемо да констру-
ишемо лагранжиjан коjи од њих зависи и при том jе инвариjантан на суперсиме-
тричне трансформациjе и ренормализабилан. Таj лагранжиjан представља Вес-
Зумино модел и уведен jе уведен у раду [17].
2.4.1 Суперсиметричне ивариjанте
При конструисању суперсиметирчног лагранжиjана, потребно jе да размотримо
производе киралних и антикиралних суперпоља. Производи киралних суперпоља
су поново кирална суперпоља. Исто важи и за антикирална суперпоља. То следи
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из линеарности суперковариjантних извода. Производи два кирална и три кирална
суперпоља, записани преко киралних координата ym и θ имаjу облик:
ΦiΦj = Ai(y)Aj(y) +
√
2θ[ψi(y)Aj(y) + ψj(y)Ai(y)] (2.62)




2θ[ψi(y)Aj(y)Ak(y) + ψj(y)Ak(y)Ai(y) + ψk(y)Ai(y)Aj(y)]
+ θθ[Fi(y)Aj(y)Ak(y) + Fj(y)Ak(y)Ai(y) + Fk(y)Ai(y)Aj(y)
− ψi(y)ψj(y)Ak(y)− ψj(y)ψk(y)Ai(y)− ψk(y)ψi(y)Aj(y)] . (2.64)
Као што смо видели у одељку о киралном суперпољу, θθ члан киралног суперпоља
се трансформише као тотална дивергенциjа при суперсиметричним трансформаци-
jама. У случаjу производа два и три суперпоља ти чланови су:
ΦiΦj|θθ = Ai(x)Fj(x) + Aj(x)Fi(x)− ψi(x)ψj(x) (2.65)
и
ΦiΦjΦk|θθ = Fi(x)Aj(x)Ak(x) + Fj(x)Ak(x)Ai(x) + Fk(x)Ai(x)Aj(x)
−ψi(x)ψj(x)Ak(x)− ψj(x)ψk(x)Ai(x)− ψk(x)ψi(x)Aj(x) . (2.66)
Да бисмо формирали кинетички члан за елементе киралног мултиплета, размо-
тримо производ антикиралног и киралног суперпоља:









+ θθA∗i (x)Fi(x) + θ̄θ̄F
∗
i (x)Ai(x)
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Суперопоље (2.67) ниjе ни кирално ни антикирално, оно задовољава услов (Φ+i Φi)+ =
Φ+i Φi, па jе оно такозвано векторско суперпоље. Чланови уз θθ и θ̄θ̄ произвољног
суперпоља не трансформишу се при суперсиметричним трансформациjама као то-
талне дивергенциjе. То важи и за векторска суперпоља, па се у лагранжиjан може
ставити само наjвиша компонента суперпоља (2.67)5:






















2.4.2 Суперсиметрични ренормализабилни лагранжиjан
Пошто смо дефинисисали суперсиметричне инварjанте формиране од киралних





Φ+i Φi|θθθ̄θ̄ + (W (Φ)|θθ + h.c.) . (2.69)
Оваj лагранжиjан су добили Вес и Зумино у раду [17]. Величина W (Φ) представља
полином по киралним суперпољима Φi и назива се суперпотенциjал. Ренормали-
забилност лагранжиjана (2.69) зависи од облика суперпотенциjала. Да би лагран-
жиjан био ренормализабилан константе интеракциjе мораjу да имаjу ненегативну
масену димензиjу, па суперпотенциjал може бити наjвише трећег степена по кирал-
ним суперпољима6. Општи облик суперпотенциjала коjи jе садржи наjвише треће
степене суперпоља jе:







5Таj члан очигледно ниjе тотална дивергенциjа, па даjе нетривиjалан допринос лагранжиjану.
6Кирална суперпоља имаjу масену димензиjу 1, а θ и θ̄ − 12 , па jе масена димензиjа од ΦiΦjΦk|θθ
четири.
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где су mij и gijk симетрични на замену индекса. Заменом суперпотенциjала у (2.69)
добиjамо:






















+ gijk (AiAjFk − Aiψjψk) + h.c.
]
. (2.71)
Лагранжиjан (2.71) садржи кинетичке чланове за поља ψi и Ai, док су поља














k = 0 . (2.72)
Лагранжиjан изражен само преко динамичких поља има облик:
L = i∂mψ̄iσ̄mψi + A∗iAi − (
1
2
mijψiψj + gijkψiψjAk + h.c.)− V(Ai, A∗j) , (2.73)
где jе:
V = F ∗i (Aj)Fi(Ak) = |λi +mijAj + gijkAjAk|2 . (2.74)
Потенциjал V jе очигледно позитивно дефинитан.
Овим смо дефинисали класични лагранжиjан коjи зависи од киралних поља
и има ненегативне константе интеракциjе. Потребно jе проверити понашање ове
теориjе на квантном нивоу. Да бисмо то урадили израчунаћемо ефективно деjство
на нивоу jедне петље и потврдити ренормализабилност Вес-Зумино модела. Ради
jедноставности, разматраћемо случаj jедног киралног поља.
2.5 Ренормализациjа Вес-Зумино модела
Размотримо jедноставан Вес-Зумино модел са jедним киралним пољем Φ и без
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Пошто jе теориjа коjу разматрамо суперсиметрична, могуће jе све прорачуне оба-
вљати на нивоу суперпоља. На таj начин у исто време рачунамо чланове коjи потичу
од свих поља у супермултиплету, што битно скраћуjе рачун. Ова техника се зове
техника суперграфова. Како су суперпоља функциjе суперкоордината, потребно jе
интеграл у (2.75) превести у интеграл по целом суперпростору. У следећем одељку
ће бити демонстрирано како се то ради.
2.5.1 Интеграциjа по суперпростору
Пре него што уведемо интеграциjу по целом суперпростору, потсетимо се ин-
теграциjе по jедноj Грасмановоj променљивоj, θ. При дефинисању ингеграла по θ
желимо, по аналогиjи са интегралом реалне функциjе реалне променљиве по це-
лоj реалноj оси, да он буде инвариjантан на транслациjе, тj. да важи:
∫
dθf(θ) =∫






Спинорске координате суперпростора θα и θ̄α̇ су Ваjлови спинори, па имаjу по








α̇ , d4θ = d2θd2θ̄ , (2.76)
лако се види да важи:∫
d2θθαθα =
∫





d2θ̄θ̄2 = 1 . (2.77)
Такође, jедноставно се показуjе да jе интеграциjа по Грасмановим променљивим

















7То jе довољно jер jе наjопштиjа функциjа jедне Грасманове променљиве линеарна по θ. Сви
виши степени θ jеднаки су нули.
8Конвенциjе и резултати у вези са Ваjловим спинорима дати су у додатку A.
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Под интегралом по простор-времену диференциjални оператори ∂2 и ∂̄2 могу се
заменити операторима −D2 и −D̄2, jер интеграле функциjа коjе су тотална дивер-




































































= . . . , (2.79)
где смо увели ознаке за запреминске елементе делова суперпростора и целог супер-
простора: d6s = d4xd2θ, d6s̄ = d4xd2θ̄ и d8z = d4xd4θ.
Због важења Лаjбницовог правила за суперковариjантне изводе (2.23), (2.24) и
чињенице да jе интеграл по целом суперпростору суперковариjантног извода прои-
звољне функциjе jеднак нули, може се вршити парциjална интеграциjа на следећи
начин: ∫
d8z(DαF )G = −(−1)|F |
∫
d8zF (DαG) , (2.80)∫
d8z(D̄α̇F )G = −(−1)|F |
∫
d8zF (D̄α̇G) . (2.81)
Могу се извести и друга правила парциjалне интеграциjе за суперковариjантне из-
воде. Нека од њих, коjа су често коришћена у овом раду, сабрана су у додатку
B.2.
Значаjна примена релациjа (2.79) jе у записивању интеграла по делу суперпро-
стора као интеграла по целом суперпростору. На пример, нека су Φ1 и Φ2, два




































У претходном извођењу искоришћена jе особина P2Φ1 = Φ1, P2Φ2 = Φ2, где jе P2 ки-
рални проjектор из jедначине (2.50) и парциjална интеграциjа за суперковариjантне
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изводе. Потпуно аналогно, могу се добити следеће релациjе за два антикирална су-








































Делта функциjа у спинорском делу суперпростора дефинише се на следећи на-
чин:
δ2(θ − θ′) = (θ − θ′)α(θ − θ′)α = (θ − θ′)2 ,
δ2(θ̄ − θ̄′) = (θ̄ − θ̄′)α̇(θ̄ − θ̄′)α̇ = (θ̄ − θ̄′)2 ,
δ4(θ − θ′) = δ2(θ − θ′)δ2(θ̄ − θ̄′) . (2.84)
Из претходних дефинициjа лако се показуjе важење следећих релациjа:
Dαδ
8(z − z′) = −D′αδ8(z − z′) , (2.85)
D̄α̇δ
8(z − z′) = −D̄′α̇δ8(z − z′) . (2.86)
Друге корисне релациjе у вези са деловањем суперковариjантних извода на делта
функциjе наведене су у додатку B.3.
2.5.2 Генеришући функционал и фиксирање калибрациjе
Пошто смо дефинисали интеграциjу по суперпростору, запишимо деjство (2.75)









































Да бисмо формулисали квантну теориjу у формализму функционалних интеграла,
потребно jе да дефинишемо генеришући функционал за деjство (2.87). При томе,
неопходно jе да водимо рачуна о чињеници да суперпоља Φ и Φ+ нису произвољна,
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већ задовољаваjу диференциjалне услове (2.34) и (2.42). Решење проблема нашао
jе Сривастава у раду [45]. Он jе изразио суперпоља Φ и Φ+ преко произвољних
суперпоља Σ и Σ+ као:
Φ = −1
4
D̄2Σ , Φ+ = −1
4
D2Σ+ , (2.88)
што jе омогућило формулисање генеришућег функционала као функционалног ин-
теграла по произвољним суперепољима Σ и Σ+ [46].
Суперпоља Φ и Φ+ се не мењаjу при трансформациjама суперпоља Σ и Σ+:
Σ→ ΣΛ+ = Σ + D̄α̇Λ̄α̇ , Σ+ → Σ+Λ = Σ+ +DαΛα , (2.89)
па деjство (2.87) изражено преко суперпоља Σ и Σ+ има калибрациону слободу,
коjа мора да буде фиксирана, да би се интегралило само по независним степенима
слободе.
Услови коjи фиксираjу калибрациjу могу се изабрати као:
Gα(Σ) = DαΣ− Fα , G+α̇ (Σ+) = D̄α̇Σ+ − F+α̇ , (2.90)
где су Fα и F+α̇ произвољна суперпоља. Уведимо и калибрационо инвариjантнe





)] , ∆+[Σ+] =
∫
DΛδ[G+α̇ (Σ+Λ)] . (2.91)
Сменом променљивих у изразима (2.91) са Λ+ и Λ на G и G+ лако се добиjаjу




















где су J и J+ извори за суперпоља Σ и Σ+. Процедура фиксирања калибрациjе се
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У добиjеном генеришућем функционалу може се прећи са интеграциjа по Σ и Σ+
на интеграциjе по ΣΛ+ и Σ+Λ и на таj начин могу се издвоjити интеграциjе по



















Функционални изводи калибрационих услова G и G+ по калибрационим пара-
метрима Λ+ и Λ очигледно не зависе од суперпоља Σ и Σ+, па Фадеjев-Поповљеве
функционалне детерминанте могу да се апсорбуjу у нормирање генеришућег функ-
ционала9.
Генеришући функционал можемо помножити изразом коjи зависи од произвољ-
них суперпоља Fα и F+α̇ из калибрационих услова (2.90) и извршити интеграциjу
по тим суперпољима. На таj начин ће се само променити нормирање генеришућег
















+)M α̇α(DαΣ) , (2.96)

















Коришћењем антикомутаионих релациjа за суперковариjантне изводе и парци-




d8zΣ+(1− P1)Σ . (2.98)
9Функционалне детерминате могу да се запишу као функционални интеграли по новим Гра-
смановим пољима - пољима духова. У нашем случаjу, поља духова не интерагуjу са суперпољима
Σ и Σ+.
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Укупно деjство са фиксираном калибрациjом jе:
S̃ = S + SGF . (2.99)
2.5.3 Ефективно деjство на нивоу jедне петље
Пошто смо дефинисали деjство Вес-Зумино модела преко уопштених суперпоља
Σ и Σ+ у коме jе фиксирана калибрациона симетриjа, уведимо и ефективно деjство.
Из генеришућег функционала (2.96) може се дефинисати генеришући функцио-
нал повезаних Гринових функциjа iW [J, J+] = lnZ[J, J+]. Класична поља Σcl и Σ+cl








Из дефинициjе класичних поља, рачунањем вариjационих извода, види се да кла-
сична поља представљаjу вакумске очекиване вредности поља Σ и Σ+ у присутству
извора J и J+.
Ефективно деjство jе функционал класичних поља и дефинише се као Лежан-









Да бисмо израчунали прву квантну корекциjу ефективног деjства у односу на
класично деjство, можемо да искористимо метод позадинског поља [47]. Скицира-














Ако суперпоља Σ и Σ+ разложимо на њихов класични и квантни део:
Σ = Σcl + Σq , Σ
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интеграциjу по Σ и Σ+ у (2.102) можемо заменити интеграциjом по Σq и Σ+q . После
развоjа деjства S̃ око класичних суперпоља Σcl и Σ+cl, функционални интеграл у
(2.102) постаjе интеграл Гаусовог типа коjи се може решити.















Ефективно деjство до нивоа jедне петље jе дато изразом:
Γ = S +
i
2
Trln(1 +M−1V) , (2.105)
где матрицаM потиче од кинетичког и масеног члана из деjства (2.87), као и деjства
коjе фиксира калибрациjу (2.98), док матрица V потиче од интеракционог члана из
деjства (2.87). Иако jе ефективно деjство изражено преко класичних суперпоља Σcl












На оваj начин, матрце M и V зависе искључиво од киралног поља Φcl и антики-
ралног поља Φ+cl, па jе резултат (2.105) такође изражен преко поља Φcl и Φ
+
cl.
Директним рачуном добиjамо израз за матрицуM:
M =
 −m1/2P− (P2 + ξ(P1 + PT ))
(P1 + ξ(P2 + PT )) −m1/2P+
 , (2.107)
















Корекциjу ефективног деjства на нивоу jедне петље можемо да израчунамо ра-
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Да бисмо могли да рачунамо чланове из развоjа (2.109) потребно jе да инвер-
туjемо матрицу M. То можемо учинити применом киралних проjектора, jер jе














Израчунаjмо сада дивергентне делове корекциjе ефективног деjства на нивоу
jедне петље Γ1. Да бисмо израчунали те дивергенциjе, потребно jе да користимо
неку регуларизациону процедуру. У радовима [48; 49] развиjена jе методологиjа
димензионе редукциjе коjа омогућава очување суперсиметриjе у квантним корек-
циjама. У додатку B.4 jе дат пример рачунања дивергенциjе из (2.109) техником
суперграфова и димензионом редукциjом.

















= 0 , (2.111)
што значи да допринос такозваних "пуноглавац" диjаграма ефективном деjству
ишчезава.














AFAF + ĀF̄ ĀF̄ + 2BF̄ B̄F
]
. (2.112)










10Надаље нећемо писати ознаку "cl" да означимо да се ради о класичним суперпољима. После
ингеграциjе по квантним пољима у методу позадинског поља, jедино што остаjе су класична
суперпоља.
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AFAFAF + ĀF̄ ĀF̄ ĀF̄ + 3AFBF̄ B̄F + 3ĀF̄ B̄FBF̄
]
. (2.114)


















AFAFAFAF + ĀF̄ ĀF̄ ĀF̄ ĀF̄ + 2BF̄ B̄FBF̄ B̄F
+ 4AFAFBF̄ B̄F + 4ĀF̄ ĀF̄ B̄FBF̄ + 4AFBF̄ ĀF̄ B̄F
]
. (2.115)
Сви чланови у претходном изразу су или jеднаки нули или коначни, па дивер-
гентни део поправке ефективног деjства коjа садржи четири класична суперпоља
ишчезава. Може се показати да су и остали чланови из (2.109) коначни [17].











Jедини дивергентни члан, добиjен у поправци ефективног деjства, пропорционалан
jе кинетичком члану полазног деjства (2.87), што значи да jе Вес-Зумино модел
ренормализабилан.
2.5.4 Ренормализовање деjства
Погледаjмо сада како се ренормализуjе полазно деjство (2.87).
Уведимо такозвано "голо" суперпоље Φ0. Оно jе са ренормализованим суперпо-




где jе Z ренормализациjа jачине суперпоља.
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Такозвано "голо" деjство SB представља деjство (2.87) при чему jе суперпоље од




















































Додавањем дивергентног дела величине Γ1[Φ] голом деjству добиjамо ренормали-
зовано деjство (2.87):
S = SB + Γ1|dp . (2.119)
Из претходне jедначине можемо очитати вредност параметра Z, као и везе између
"голих" и ренормализованих вредности масе и константе интеракциjе:
Z = 1− λ
2
4π2ε
, m = Zm0 , λ = Z
3
2λ0 . (2.120)
Из претходних израза види се да се све редефинициjе изражаваjу преко ренорма-
лизациjе jачине суперпоља, Z. Ово jе важан резултат коjи представља теорему о
неренормализовању [50]. Како се у рачунању поправке ефективног деjства инте-
грали по целом суперпростору, у ефективном деjству се као контрачланови не могу
поjавити чланови написани као интеграли само по делу суперпростора. Масени и
интеракциони члан у Вес-Зумино моделу су интеграли само по делу суперпростора,





Веома моћан начин за увођење не(анти)комутативног простора jе твист фор-
мализам или деформациона квантизациjа. Ако се на суперсиметричноj алгебри,
дефинисаноj у поглављу 2.1, дефинишу додатне структуре, она постаjе Хопфова
алгебра. Дринфелд jе у радовима [31; 32; 33] развио теориjу твистовања коjа омогу-
ћава добиjање нових Хопфових алгебара из постоjећих. Применом тог формализма
на суперсиметричну алгебру, добиjа се деформисана суперсиметрична алгебра, док
се применом твиста на производ функциjа на суперпростору добиjа деформисани
производ функциjа на суперпростору - ?-производ. На оваj начин се комутативна
алгебра функциjа на суперпростору деформише у не(анти)комутативну.
3.1 Хопфова алгебра
У овом поглављу дефинисаћемо основне поjмове неопходне за рад са Хопфовим
алгебрама. Неке од стандардних књига у коjима се обрађуjе ова тема су [51; 52; 53;
54].
3.1.1 Алгебра
Алгебра (A,+, ·; k) над пољем k jе векторски простор (A,+; k) на коме jе де-
финисан производ коjи jе компатибилан са сабирањем и множењем скаларом из k.
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Другим речима, производ дефинише линеарно пресликавање · : A⊗ A→ A.
За асоциjативну алгебру додатно jе задовољена и аксиома асоциjативности, коjа
jе дата следећим изразом:
a · (b · c) = (a · b) · c , (3.1)
за произвољне елементе a, b, c ∈ A
Ако у алгебри постоjи jединични елемент за алгебарско множење ·, 1A, такву
алгебру зовемо алгебром са jединицом. Аксиома jединичног елемента дата jе са:
1A · a = a · 1A = a , (3.2)
за свако a ∈ A.
Jединични елемент може се представити пресликавањем η : k → A, η(λ) = λ1A,
где λ ∈ k. У том случаjу, аксиоме асоциjативности и jединчног елемента могу се
приказати комутативним диjаграмима датим на слици 3.1, где jе са id означено
идентично пресликавање.
A⊗ A⊗ A














Слика 3.1: Асоциjативност и jединични елемент
Асоциjативну алгебру са jединицом, представљеном пресликавањем η, над по-
љем k, означаваћемо са (A,+, ·, η; k). У даљем тексту ћемо под алгебром подразу-
мевати управо оваку алгебру.
Алгебарско пресликавање f : A → B jе линеарно пресликавање између две
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алгебре, A и B, коjе чува стурктуру алгебре:
f(ab) = f(a)f(b), f(1A) = 1B, (3.3)
за све a, b ∈ A.
Леви (десни) идеал у алгебри A jе векторски потпростор коjи jе затворен за
множење елементима алгебре са лева (десна). У случаjу да jе потпростор I затворен
за множење елементима алгебре A са обе стране, кажемо да jе I обострани идеал
у алгебри A и тада jе квоциjентни простор A/I такође алгебра. Произвољан скуп
елемената алгебре генерише идеал, а квоциjентна алгебра добиjеног идеала добиjа
се тако што се у полазноj алгебри сви елементи идеала изjедначе са нулом.
3.1.2 Коалгебра
Из графичке дефинициjе алгебре добиjамо дефинициjу коалгебре, ако обрнемо
смерове стрелица на слици 3.1. Коалгебра (C,+,∆, ε; k) над пољем k jе векторски
простор (C,+; k) на коме jе дефинисано линеарно пресликавање ∆ : C → C ⊗ C -
копроизвод и линеарно пресликавање ε : C → k - коjединица. Копроизвод мора да
буде коасоциjативан:
(∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆ . (3.4)
Коjединица задовољава аксиому:
(ε⊗ id) ◦∆(c) = (id⊗ ε) ◦∆(c) = c , (3.5)
за свако c ∈ C.




ci(1) ⊗ ci(2) , (3.6)
у коjоj jе копроизвод елемента c ∈ C представљен као формална сума елемената из
C ⊗ C. Ради краткоће писања обично се изоставља и знак суме и индекс i, па се
пише:
∆(c) = c(1) ⊗ c(2) . (3.7)
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Аксиома коасоциjативности записана у Свидлеровоj нотациjи гласи:
c(1) ⊗ c(2)(1) ⊗ c(2)(2) = c(1)(1) ⊗ c(1)(2) ⊗ c(2) ≡ c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3), (3.8)
за c ∈ C. Ова аксиома говори о томе да при поновном раздељивању ∆(c) ниjе битно
коjи ће део бити раздељен.
Аксиома коjединице у Свидлеровоj нотациjи има следећи облик:
ε(c(1))c(2) = c(1)ε(c(2)) = c, (3.9)
где je c произвољан елемент коалгебре C.
Аксиоме коалгебре изражене преко комутативних диjаграма дате су на слици
3.2.
C ⊗ C ⊗ C











C ⊗ k C
id⊗ ε
∆
Слика 3.2: Коасоциjативност и коjединица
Коалгебарско пресликавање f : C → D jе линеарно пресликавање између две
коалгебре C и D коjе чува стурктуру коалгебре:
(f ⊗ f) ◦∆ = ∆ ◦ f, εD ◦ f = εC . (3.10)
3.1.3 Биалгебра и Хопфова алгебра
Биалгебра (H,+, ·, η,∆, ε; k) над пољем k jе векторски простор (H,+; k) над по-
љем k коjи jе у исто време и алгебра (H,+, ·, η; k) и коалгебра (H,+,∆, ε; k), тако
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да су задовољене релациjе компатибилности:
∆(hg) = ∆(h)∆(g), ∆(1) = 1⊗ 1, (3.11)
ε(hg) = ε(h)ε(g), ε(1) = 1 . (3.12)
Релациjе компатибилности значе да су копроизвод ∆ : H → H ⊗ H и коjединица
ε : H → k алгебарска пресликавања. Ове релациjе су еквивалентне услову да су
производ · : H⊗H → H и jединица η : k → H коалгебарска пресликавања, па важи:
(· ⊗ ·) ◦∆(h⊗ g) = ∆(hg), ε(hg) = ε(h⊗ g) , (3.13)
што се може записати у Свидлеровоj нотациjи као:
(hg)(1) ⊗ (hg)(2) = (h(1)g(1))⊗ (h(2)g(2)) . (3.14)
Ако се на биалгебри дефинише линеарно пресликавање S : H → H - антипод,
коjе задовољава аксиому:
·(S ⊗ id) ◦∆ = ·(id⊗ S) ◦∆ = η ◦ ε, (3.15)
добиjа се алгебарска структура коjа се назива Хопфова алгебра (H,+, ·, η,∆, ε, S; k)
над пољем k. Антипод има сличну улогу у Хопфовоj алгебри као инверз у групи.
Међутим, за пресликавање S се не захтева инвертибилност, тj. постоjање инверзног
пресликавања S−1, нити идемпотетнтност (не мора да важи S2 = id). Може се до-
казати да jе антипод у Хопфовоj алгебри jединствен и представља и антиалгебарско
пресликавање и антикоалгебарско пресликавање, тj. задовољава следеће релациjе:
S(hg) = S(g)S(h), S(1) = 1, (3.16)
(S ⊗ S) ◦∆h = τ ◦∆ ◦ S(h), ε(S(h)) = ε(h), (3.17)
где jе τ : H ⊗H → H ⊗H, транспозициjа дефинисана релациjом τ(h⊗ g) = g ⊗ h.
Додатне аксиоме компатибилности за биалгебре, представљене преко комута-
тивних диjаграма, дате су на слици 3.3, док jе аксиома антипода, коjа биалгебру
претвара у Хопфову алгебру, дата преко комутативног диjаграма на слици 3.4.
37
Глава 3. Деформациона квантизациjа
H ⊗H H H ⊗H
















Слика 3.3: Релациjе компатибилности за биалгебру
H k H




id⊗ S, S ⊗ id
·
Слика 3.4: Аксиома антипода у Хопфовоj алгебри
Две биалгебре H и G су изоморфне, ако постоjи пресликавање f : H → G, коjе
jе истовремено и алгебарско и коалгебарско пресликавање биалгебара H и G. Ако
су у биалгебрама H и G дефинисани антиподи, редом SH и SG, тада су Хопфове
алгебре H и G изоморфне, ако су изоморфне као биалгебре и важи:
f(SH(h)) = SG(f(h)) . (3.18)
3.1.4 Универзално обавиjаjућа Хопфова алгебра
Тензорска алгебра над пољем k може се конструисати полазећи од произвољ-
ног векторског простора (V,+; k). Тензорским множењем векторског простора V
са самим собом, добиjаjу се тензорски степени полазног векторског простора V ,
V ⊗n, где jе n ∈ N0. Тензорски векторски простор (T (V ),+; k) добиjа се директ-
ним сабирањем свих тензорских степена векторског простора V и носећег поља
k: T (V ) = k ⊕ V ⊕ V ⊗ V ⊕ V ⊗ V ⊗ V ⊕ . . . . Елементи овог простора су лине-
арне комбинациjе коначних тензорских производа елемената простора V . Дефи-
нисањем производа елемената T (V ) као тензорског производа, векторски простор
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добиjа структуру тензорске алгебре (T (V ),+,⊗; k) над пољем k.
Нека jе g Лиjева алгебра над пољем k. Универзално обавиjаjућа Хопфова алге-
бра алгебре g jе некомутативна алгебра U(g), коjа представља квоциjент тензорске
алгебре T (g) и идеала генерисаног елементима облика [ξ, η] − ξ ⊗ η + η ⊗ ξ, где
су ξ, η, [ξ, η] ∈ g. Копроизвод, коjединица и антипод за елементе ξ ∈ g дати су
релациjама1:
∆ξ = ξ  1 + 1  ξ, ε(ξ) = 0, S(ξ) = −ξ, (3.19)
док се копроизвод, коjединица и антипод за произвољне елементе из U(g) добиjаjу
проширењем деjства ∆ и ε као алгебарских пресликавања, а S као антиалгебарског
пресликавања. Тако, на пример, копроизвод делуjе на елемент ξ ⊗ η ∈ U(g) као:
∆(ξ ⊗ η) = ∆(ξ)⊗∆(η) = (ξ  1 + 1  ξ)⊗ (η  1 + 1  η) (3.20)
= (ξ ⊗ η)  1 + ξ  η + η  ξ + 1  (ξ ⊗ η) . (3.21)
Из претходне jедначине добиjа се за ∆([ξ, η]):
∆([ξ, η]) = ∆(ξ ⊗ η − η ⊗ ξ) = [ξ, η]  1 + 1  [ξ, η], (3.22)
што значи да jе проширивање копроизвода као алгебарског пресликавања компа-
тибилно са структуром Лиjеве алгебре. Коjединица на тензорски производ делуjе
на следећи начин:
ε(ξ ⊗ η) = ε(ξ)⊗ (η) = ε(ξ)ε(η) = 0, (3.23)
па jе компатибилност Лиjеве алгебре са коjединицом тривиjално остварена. Што
се тиче антипода, на тензорски производ он делуjе као:
S(ξ ⊗ η) = S(η)⊗ S(ξ) = η ⊗ ξ, (3.24)
1Треба обратити пажњу да поред такозваног унутрашњег тензорског производа ⊗, коjи пред-
ставља множење у тензорскоj алгебри и алгебри U(g), постоjи други - спољњи тензорски производ
 коjи се поjављуjе при дефинисању копроизвода. У литератури jе обично jасно из контекста да
jе множење у U(g) тензорско, па се знак за то множење или у потпуности изоставља или се пише
·, тако ознака ⊗ остаjе слободна за спољњи тензорски производ. Овде jе ради jасноће писан и
jедан и други тензорски производ, међутим у наредним главама ће се користити манир уобичаjен
у литератури, тj. означаваће се само спољњи тензорски производ са ⊗.
39
Глава 3. Деформациона квантизациjа
па важи:
S([ξ, η]) = S(ξ ⊗ η − η ⊗ ξ) = η ⊗ ξ − ξ ⊗ η = −[ξ, η] . (3.25)
На оваj начин jе дефинисан копроизвод, коjединица и антипод за сваки елемент
U(g), тако да су очуване релациjе Лиjеве алгебре.
Лако се може проверити да су задовољене аксиоме Хопфове алгебре за U(g).
3.1.5 Деjство Хопфове алгебре
Веома значаjно у раду са Хопфвим алгебрама jе њихово деловање на друге
структуре. Деjством елемената Хопфове алгебре на елементе неког векторског про-
стора добиjа се репрезентациjа те алгебре.
Лево деjство или репрезентациjа алгебре H jе пар (α, V ), где jе V векторски про-
стор, а α : H⊗V → V линеарно пресликавање за коjе важи α(hg⊗v) = α(h⊗α(g⊗v))
и α(1⊗ v) = v. Аксиоме левог деjства приказане су на слици 3.5. За сваки елемент
H ⊗H ⊗ V







k ⊗ V V
η ⊗ id
α
Слика 3.5: Аксиоме левог деjства Хопфове алгебре на векторски простор
алгебре h дефинисано jе тако jедно линеарно пресликавање векторског простора V
на себе: ρ(h)(v) = α(h ⊗ v). Из аксиома левог деjства jасно jе да jе пресликавање
ρ : H → Lin(V ) алгебарско пресликавање (Lin(V ) алгебра линеарних преслика-
вања на векторском простору V са композициjом пресликавања као производом).
У овом раду ћемо користити скраћену нотациjу за деjство елемената алгебре, па
40
Глава 3. Деформациона квантизациjа
ћемо уместо ρ(h)(v) писати просто h(v) подразумеваjући при том пресликавање
из Lin(V ) коjе одговара елементу Хопфове алгебре h. У овоj скраћеноj нотациjи
аксиоме левог деjства Хопфове алгебре имаjу следећи облик:
(hg)(v) = h(g(v)) , 1(v) = v . (3.26)
Када говоримо о репрезентациjи Хопфове алгебре H на векторском простору V ,
ако желимо да ставимо нагласак на простор на коме алгебра делуjе, кажемо да jе
векторски простор V леви H-модул.
Интересантан jе случаj када Хопфова алгебра H делуjе на векторском простору
коjи има и неку додатну структуру. Тада jе потребно да деjство Хопфове алгебре
у одговараjућем смислу поштуjе ту додатну структуру. Тако кажемо да jе алгебра,
A, H-модул алгебра, ако jе A леви H-модул и важи:
h(ab) = · (∆(h)(a⊗ b)) = h(1)(a) · h(2)(b), h(1) = ε(h)1 . (3.27)
За дефинисање H-модул алгебре неопходно jе да H буде биалгебра или Хопфова
алгебра, а не само обична алгебра, тj. на H мора да буде дефинисан копроизвод и
коjединица. Додатне аксиоме H-модул алгебре, представљене помоћу комутатив-
них диjаграма, приказане су на слици 3.6. Значаj H-модул алгебре биће очигледан
H ⊗ A⊗ A H ⊗ A A A⊗ A
H ⊗H ⊗ A⊗ A H ⊗ A⊗H ⊗ A
id⊗ · α
id⊗ τ ⊗ id







Слика 3.6: Додатне аксиоме H-модул алгебре
при деформисању суперпростора твист формализмом.
3.2 Формализам твистовања
Структура Хопфове алгебре или биалгебре може се успоставити на многим Ли-
jевим алгебрама дефинисањем одговараjућег копроизвода, коjединице и, у случаjу
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Хопфове алгебре, антипода. Међутим, нове Хопфове алгебре (или само биалгебре)
систематски се могу дефинисати дефоримисањем познатих алгебара. Ову проце-
дуру, такозвано твистовање, развио jе Владимир Дринфелд2.
Генерисање нових Хопфових алгебара твистовањем, остваруjе се увођењем 2-
коцикла - такозваног Дринфелдовог твиста, зато ћемо наjпре дефинисати коцикле
у Хопфовоj алгебри.
3.2.1 Коланци и коцикли
Нека jе H биалгебра или Хопфова алгебра. Проширимо деловање копроизвода
∆ на H⊗n на следећи начин:
∆i : H
⊗n → H⊗n+1, ∆i = id⊗ · · · ⊗ id︸ ︷︷ ︸
i−1
⊗∆⊗ id . . . id︸ ︷︷ ︸
n−i
, (3.28)
где (i = 1, . . . , n). Ова дефинициjа може се употпунити случаjевима i = 0 и i = n+1
на следећи начин:
∆0a = 1⊗ a, ∆n+1 = a⊗ 1 , (3.29)
где a ∈ H⊗n.
Дефинишимо сада n-коланац χ као произвољни инвертибилни елемент из H⊗n,










где се производи у заградама рачунаjу у растућем поретку по вредности индекса i.
Инвертибилни елемент из H⊗n, χ, за коjи важи ∂χ = 1 назива се n-коцикл Хопфове
алгебре H. Уколико jе за неки коланац или коцикл χ задовољено εiχ = 1, за све
εi = id⊗ · · · ⊗ id︸ ︷︷ ︸
i−1
⊗ε ⊗ id⊗ · · · ⊗ id︸ ︷︷ ︸
n−i
, где i = 1, . . . , n, кажемо да jе таj коланац или
коцикл коjединичан.
2Твистовањем се могу деформисати Хопфове алгебре, али Дринфелдова теориjа развиjена jе
и за специjалне случаjеве такозваних квазитриангуларних Хопфових алгебара, као и за квази
Хопфове алгебре, тако да се при твистовању очуваваjу додатне алгебарске структуре [31; 32; 33].
42
Глава 3. Деформациона квантизациjа
У теориjи твистовања Хопфових алгебара значаjни су 1-коцикли и 2-коцикли3.
Ако се општа дефинициjа n-коцикла запише у овим специjалним случаjевима, пре-
бацивањем инверзних чланова на десну страну jеднакости, добиjамо следеће дефи-
нициjе за 1 и 2-коцикле.
Инвертибилни елемент χ из H jе 1-коцикл, ако за њега важи:
χ⊗ χ = ∆χ . (3.31)
Лако jе видети да jе 1-коцикл увек коjединичан.
Инвертибилни елемент χ из H ⊗H jе 2-коцикл, ако за њега важи:
(1⊗ χ)(id⊗∆)χ = (χ⊗ 1)(∆⊗ id)χ . (3.32)
Може се показати да jе χ коjединичан ако jе задовољено (ε⊗ id)χ = 1 или еквива-
лентно (id⊗ ε)χ = 1, тj. из jедног услова за коjединичност следи други.
3.2.2 Кохомологиjа Хопфових алгебара
Поjам важан при генерисању нових Хопфових алгебара из познатих твистова-
њем jе кохомологиjа. Групе кохомологиjе могу се дефинисати у случаjу Хопфове
алгебре k(G) коjа представља комутативну алгебру функциjа са вредностима у k
на групи G чиjи jе jединични елемент e. Структура ове Хопфове алгебре jе дата на
следећи начин. Векторски простор jе одређен сабирањем функциjа у датоj тачки
и множењем скаларом из k, алгебарско множење jе производ функциjа у тачки.
Копроизвод, коjединица и антипод су дати следећим изразима:
(∆φ)(u, v) = φ(uv) , ε(φ) = φ(e) , (S(φ))(u) = φ(u−1) , u, v ∈ G . (3.33)
Дефинициjе из претходног одељка за n-коланац и n-коцикл се у случаjу Хопфове
алгебре k(G) своде на уобичаjене дефинициjе групних коцикала: n-коланац jе функ-
циjа χ : G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
n
→ k − {0}. Кограница функциjе χ jе:
(∂χ)(u1, . . . , un, un+1) =
n+1∏
i=0
χ(u1, . . . , uiui+1, . . . , un+1)
(−1)i , (3.34)
3У теориjи квази Хопфових алгебара битни су и 3-коцикли.
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где jе по дефинициjи први чинилац, за i = 0, χ(u2, . . . , un+1), а последњи, за i = n+1,
χ(u1, . . . , un)
(−1)n+1 . Ако за n-коланац χ важи ∂χ = 1, онда jе он n-коцикл. Лако
се може показати да важи ∂2χ = 1, за произвољан n-коланац χ, па се може, за
свако n, дефинисати група кохомологиjе Hn(G, k), као фактор група групе нор-
мираних n-коцикала и подгрупе елемената коjи су кограница. За n-коланац, χ,
кажемо да jе нормиран ако задовољава релациjе χ(e, u1, . . . , un) = χ(u1, e, . . . , un) =
. . . χ(u1, . . . , un−1, e) = 1 за све u1, u2, . . . , un ∈ G.
Ова конструкциjа, може се пренети и на произвољну комутативну Хопфову алге-
бру, међутим за некомутативне Хопфове алгебре не мора да важи релациjа ∂2χ = 1
за произвољан n-коланац χ, па се не могу дефинисати групе кохомологиjе Hn као у
комутативном случаjу. Ипак, за сваку биалгебру или или Хопфову алгебру добро
су дефинисани простори H1 и H2.
Простор H1 садржи све 1-коцикле (они су аутоматски коjединични) пошто су
когранице 0-коланаца увек jеднаке 1.
Што се тиче простора H2(k,H) за произвољну Хопфову алгебру или биалгебру
H, когранице 1-коланаца нису увек jеднаке 1, па простор H2(k,H) не садржи све
коjединичне 2-коцикле у H. Нека jе γ ∈ H инвертибилни коjединични елемент,
тада се лако може показати да jе ∂γ коjединичан 2-коцикл у H. Важи и општиjе
тврђење. Ако jе χ коjединичан 2-коцикл у H, тада jе
χγ = (γ ⊗ γ)χ∆γ−1 , (3.35)
такође коjединичан 2-коцикл у H. Кажемо да jе 2-коцикл χγ кохомологан са χ
4. Простор H2(k,H) се састоjи од свих међусобно некохомологних коjединичних
2-коцикала.
3.2.3 Твистована Хопфова алгебра
Пошто су дефинисани коланци и коцикли, можемо да наведемо основни резултат
из теориjе твистовања или деформационе квантизациjе.
4Доказ овог тврђења налази се у додатку D.3.
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Нека jе H биалгебра или Хопфова алгебра и χ коjединичан 2-коцикл, коjи ћемо
звати твист. Тада постоjи нова биалгебра или Хопфова алгебра Hχ са истим ал-
гебарским множењем, jединицом и коjединицом као H, али са деформисаним (или
твистованим) копроизводом ∆χ и антиподом Sχ, дефинисаним релациjама:
∆χh = χ(∆h)χ
−1 , Sχ(h) = U(S(h))U
−1 , (3.36)
где jе h произвољан елемент алгебре H, а U = ·(id ⊗ S)χ инвертибилни елемент
алгебре H.
Претходно тврђење jе Дринфелдова теорема о твистовању, чиjи доказ jе дат у
додатку D.1. Два елемента ове теореме су независна, тако да полазећи од биалгебре
(без дефинисаног антипода) твистовањем добиjамо поново биалгебру, а ако кренемо
од Хопфове алгебре, твистовањнем добиjамо нову Хопфову алгебру.
Нека jе γ инвертибилни коjединични елемент из H, он тада дефинише унутра-
шњи аутоморфизам биалгебре или Хопфове алгебре H, тj. пресликавање f : H →
H, f(h) = γ−1hγ jе и алгебарско и коалгебарско биjективно пресликавање биалге-
бре H на себе. Нека су χ и ψ два 2-коцикла. Ако су χ и ψ кохомологни, тj. важи
ψ = χγ по (3.35), може се лако показати да су онда Хопфове алгебре коjе се добиjаjу
твистовањем алгебре H помоћу њих изоморфне преко унутрашњег аутоморфизма
f . Специjално за χ = 1⊗ 1 добиjамо да се твистовањем 2-коциклом ∂γ добиjа Хоп-
фова алгебра повезана са полазном унутрашњим аутоморфизмом5. То значи да се
твистовањем добиjа нова Хопфова алгебра, коjа ниjе изоморфна са полазном, само
ако се користи 2-коцикл коjи jе кохомологно нетривиjалан, тj. ниjе облика ∂γ. На
пример, ако jе простор H2 тривиjалан за Хопфову алгебру, онда су сви твистови
алгебре међусобно изоморфни. Међутим, таква ситуациjа се у пракси не дешава
често, тако да се твистовањем добиjаjу нове Хопфове алгебре из постоjећих.
5Доказ претходног тврђења дат jе у додатку D.3.
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3.2.4 Твистована H-модул алгебра и ?-производ
При твистовању Хопфове алгебре потребно jе твистовати и друге структуре
коjе су на њоj дефинисане или са коjима jе она у вези да би се међу њима задр-
жали односи анлогни оним пре твистовања. Веома значаjан пример за примену
у конструкциjи некомутативних простора jе деjство Хопфове алгебре на алгебру
функциjа на датом простору.
Може се доказати следеће важно тврђење6. Нека jе χ коjединичан 2-коцикл за
биалгебру или Хопфову алгебру H, тj. χ jе твист за алгебру H. Ако jе A H-модул
алгебра са производом · : A⊗ A→ A, тада се може дефинисати нова асоциjативна
алгебра Aχ са производом ? : Aχ ⊗ Aχ → Aχ датим изразом:
a ? b = ·(χ−1(a⊗ b)) , (3.37)
где су a, b ∈ A. Добиjена алгебра Aχ jе Hχ-модул алгебра, где jе Hχ Хопфова
алгебра добиjена твистовањем Хопфове алгебре H твистом χ као у одељку 3.2.3.
Чињеница да jе Aχ Hχ-модул алгебра значи да елемент h ∈ Hχ на производ
елемената a, b ∈ Aχ и jединични елемент алгебре Aχ делуjе на следећи начин:
h(a ? b) = ? (∆χ(h)(a⊗ b)) , h(1) = ε(h)1 . (3.38)
Tо значи да jе деjство елемента h на производ елемената деформисане алгебре Aχ
потпуно истог облика као деjство на производ елемената полазне алгебре A (3.27),
с тим што jе ·-производ замењен ?-производом, а копроизвод ∆ копроизводом ∆χ.
3.3 Деформисање супералгебре
У овом поглављу ћемо уопштити дефинициjу Хопфове алгебре на случаj уни-
верзално обавиjаjуће алгебре градиране Лиjеве алгебре. Метод добиjања нових
Хопфових алгебара из постоjећих твистовањем може се применити и на супералге-
бре. Применом твиста на множење функциjа на суперпростору добиjа се ?-производ
суперпоља и деформисани суперпростор.
6Доказ jе дат у додатку D.2.
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3.3.1 Хопфова супералгебра
Полазећи од Лиjеве алгебре g у одељку 3.1.4 дефинисали смо универзално оба-
виjаjућу Хопфову алгебру U(g) као тензорску алгебру над пољем k генерисану
елементима Лиjеве алгебре g модуло релациjе Лиjеве алгебре g. Додатно смо дефи-
нисали копроизвод, коjединицу и антипод, тако да су задовољене аксиоме Хопфове
алгебре. Ову процедуру треба уопштити на случаj у коме полазна алгебра ниjе
Лиjева, већ градирана Лиjева алгебра (2.1).
Простор универзално обавиjаjуће алгебре U(S), суперсиметричне алгебре S до-
биjа се као и у случаjу обичне Лиjеве алгебре. Он jе тензорска алгебра T (S) модуло
релациjе суперсиметричне алгебре (2.1). Оно што jе различито код градираних Ли-
jевих алгебара jе уопштени комутатор (2.3), зато се при множењу мора водити
рачуна да ли фермионски генератори мењаjу места.
Структура Хопфове алгебре на U(S) се уводи дефинисањем копроизвода, коjе-
динице и антипода за произвољни елемент из a ∈ S:
∆(a) = a⊗ 1 + 1⊗ a , ε(a) = 0 , S(a) = −a . (3.39)
Деjства копроизвода и коjединице се прошируjу на алгебру U(S) као алгебарска
пресликавања: ∆ : U(S) → U(S) ⊗ U(S) и ε : U(S) → k, а деjство антипода
прошируjе се на елементе U(S) као градирано антиалгебарско пресликавање S :
U(S)→ U(S):
∆(ab) = ∆(a)∆(b) , (3.40)
ε(ab) = ε(a)ε(b) , (3.41)
S(ab) = (−1)|a||b|S(b)S(a) , (3.42)
где су a и b хомогени елементи из S. При рачунању производа два елемента из
U(S)⊗U(S) треба водити рачуна да ли долази до замене места непарних елемената
алгебре S. Нека су a, b, c и d четири хомогена елемента из U(S), тада важи:
(a⊗ b)(c⊗ d) = (−1)|b||c|ac⊗ bd . (3.43)
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Уместо генераторa Q и Q̄ можемо користити суперсиметричне трансформациjе
δξ (2.14) као елементе алгебре. Копроизвод, коjединица и антипод од δξ су:
∆δξ = δξ ⊗ 1 + 1⊗ δξ , ε(δξ) = 0 , S(δξ) = −δξ . (3.44)
Директном провером може се показати да дефинисана пресликавања задовоља-
ваjу аксиоме Хопфове супералгебре.
3.3.2 Деформисани суперпростор и супералгебра
Уведимо скраћене ознаке за координате суперпростора уведене у поглављу 2.2:
ZA = (xm, θα, θ̄
α̇). Парциjални изводи по координатама суперпростора су: ∂A =
(∂m, ∂
α, ∂̄α̇). Комутационе релациjе коjе задовољаваjу суперкоординате (2.7), могу
се компактно записати као: {ZA, ZB] = 0, где се ознака {, ] тумачи као комута-
тор или антикомутатор у зависности од тога да ли су кординате фермионске или
бозонске. Парциjални изводи, ∂A, и координате, ZB, задовољаваjу: ∂AZB = δBA .
Нека jе A алгебра суперпоља (2.8). Деривациjа jе линеарно пресликавање X :
A→ A коjе задовољава Лаjбницово правило:
X(ab) = X(a)b+ (−1)|X||a|aX(b) , (3.45)
где су a, b ∈ A. Очигледно jе да су парциjални изводи ∂A деривациjе алгебре A. Ли-
неарне комбинациjе fA(Z)∂A, где су fA функциjе суперкоордината, такође задово-
љаваjу (3.45), па представљаjу деривациjе алгебре A. Посматраjмо скуп деривациjа
{XI} = {X(0)a , X(1)b }, где суX
(0)
a парне, аX(1)b непарне деривациjе (горњи индекс у за-












b } = 0 . (3.46)
Алгебра дефинисана (анти)комутационим релациjама (3.46), Ξ, jе градирана Лиjева
алгебра, па се из ње може конструисати универзално обавиjаjућа Хопфова алгебра
UΞ, као што jе то учињено за супералгебру у одељку 3.3.1.
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У раду [55] доказано jе да парни елемент F ∈ UΞ⊗ UΞ облика:















где су {σIJ} = {σab(0), σcd(1)} произвољне константе, коjединични 2-коцикл Хопфове
алгебре UΞ, тj. он jе твист. Да F задовољава услов за 2-коцикил, следи из иден-
титета: F ⊗ 1 = eσIJXI⊗XJ⊗1, 1 ⊗ F = eσIJ1⊗XI⊗XJ , (∆ ⊗ id)F = eσIJ∆(XI)⊗XJ ,
(id ⊗ ∆)F = eσIJXI⊗∆(XJ ) и (анти)комутационих релациjа за XI . Коjединичност
твиста F следи из ε(XI) = 0.
Избором твиста F може се деформисати Хопфова алгебра UΞ у Хопфову ал-
гебру UΞF , на начин приказан у одељку 3.2.3. Хопфова алгебра UΞF има исти
производ и коjединицу као UΞ, али су jоj промењени копроизвод и антипод у:
∆F(ξ) = F∆(ξ)F−1 , SF(ξ) = US(ξ)U−1 , (3.48)
где jе U инвертибилни елемент из UΞ, дефинисан на следећи начин:
U = FαS(Fα) , U−1 = S(F̄α)F̄α , (3.49)
а ξ произвољан елемент из UΞ7.
Директном провером може се показати да jе UΞF = (UΞ, ·, η,∆F , ε, SF) заиста
Хопфова алгебра, међутим, то jе последица важења Дринфелдове теореме о тви-
стовању дате у D.1.
Размотримо сада како елементи Хопфове алгебре UΞ делуjу на суперпоља из
алгебре A. Нека су ξ, η ∈ UΞ и f(Z) ∈ A, тада jе, очигледно, задовољено:
(ξη)(f(Z)) = ξ(η(f(Z))) , (3.50)
па jе релациjом (3.50) дефинисано jедно лево деjство Хопфове алгебре UΞ на алге-
бри A. Како jе jош задовољено и:
ξ(f(Z)g(Z)) = ξ(f(Z))g(Z) + (−1)|f ||ξ|f(Z)ξ(g(Z)) = · (∆(ξ)(f(Z)⊗ g(Z))) , (3.51)
7За произвољан инвертибилни 2-коланац Хопфове алгебре H, χ, користимо нотациjу χ = χα⊗
χα и χ−1 = χ̄α ⊗ χ̄α.
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то jе A UΞ-модул алгебра. Релациjа (3.51) представља Лаjбницово правило, коjе по
дефинициjи мора да важи за деривациjе.
У одељку 3.2.4 jе показано, да се помоћу твиста F може дефинисати нова асо-
циjативна алгебра AF , са производом:
f(Z) ? g(Z) = ·(F−1(f(Z)⊗ g(Z))) , (3.52)
где су f, g ∈ A. Алгебра AF jе UΞF -модул алгебра. То значи да jе задовољено:
ξ(f(Z) ? g(Z)) = ? (∆F(ξ)(f(Z)⊗ g(Z))) . (3.53)
Релациjа (3.53) представља деформисано Лаjбницово правило.
Деформисањем алгебре функциjа на суперпросторуA у алгебруAF , деформисан
jе и сам суперпростор. Конкретно, (анти)комутатори суперкоордината прелазе у ?-
(анти)комутаторе, коjи више не мораjу да буду jеднаки нули.
У наредна две главе размотрићемо два модела, конструисана деформисањем




Пошто смо дали преглед резултата за недеформисани Вес-Зумино модел и начин
конструисања деформисаних суперпростора методом деформационе квантизациjе,
можемо формулисати примере теориjа поља на не(анти)комутативним просторима.
Разматраћемо деформациjе Вес-Зумино модела са jедним киралним суперпољем
(2.87). У одељку 2.5.3 израчунали смо ефективно деjство до нивоа jедне петље за
недеформисани Вес-Зумино модел и у одељку 2.5.4 показали да jе он ренормали-
забилан. Формализам деформационе квантизациjе, приказан у глави 3, омогућава
модификовање Хопфове алгебре суперсиметричних трансформациjа увођењем од-
говараjућег 2-коцикла или твиста. Таква модификована Хопфова алгебра делуjе
на елементе алгебре суперпоља на деформисан начин, заменом обичног тачкастог
производа ?-производом. Деформисан производ индукуjе промене у структури су-
перпростора, па добиjамо не(анти)комутативан суперпростор.
Деформациjа Вес-Зумино модела jе сада праволиниjска, производе суперпоља у
деjству (2.87) претварамо у ?-производе. Да бисмо очували суперсиметричност до-
биjеног деjства користимо киралне проjекторе, дефинисане у одељку 2.3.3. Пошто
jе конструисан деформисани Вес-Зумино модел на не(анти)комутативном простору,
можемо да размотримо његову ренормализабилност, рачунањем ефективног деjства
до нивоа jедне петље. Резултати коjи следе прате радове [56; 57].
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4.1 D-деформисана Хопфова суперсиметрична
алгебра
Као што смо видели у поглављима 3.2 и 3.3, основна величина при деформаци-





где су Cαβ = Cβα ∈ C константе, а Dα су суперковариjантни изводи (2.20). Кон-
станте Cαβ представљаjу константе не(анти)комутативности, jер твист F при Cαβ =
0 постаjе тривиjалан. За одабрани твист, очигледно, важи F∗ 6= F , тj. он ниjе хер-
митски.
Твист (4.1) jе очигледно облика (3.47), уколико суперсиметричну алгебру (2.6)
проширимо суперковариjантним изводима Dα. У том случаjу твист припада U(S),
где jе векторски простор S = span{P,Q, Q̄,D}. За суперковариjантне изводе, као и
за остале елементе S дефинишемо копроизвод, коjединицу и антипод као:
∆Dα = Dα ⊗ 1 + 1⊗Dα , ε(Dα) = 0 , S(Dα) = −Dα . (4.2)
Прошируjући дефинициjе копроизвода и коjединице као алгебарских пресликавања
и антипода као антиалгебарског пресликавања, добиjамо структуру Хопфове алге-
бре на простору U(S) проширеном суперковариjантним изводима Dα.
При твистовању алгебре U(S) у алгебру U(S)F алгебарско множење, jединица
и коjединца остаjу исти. Оно што се потенциjално мења jе копроизвод и антипод
(3.48). Како генератори Dβ антикомутираjу са генераторима Qα, Q̄α̇ и Dα, а кому-
тираjу са генераторима Pm, то деформисани копроизвод и антипод за Qα, Q̄α̇, Pm
и Dα остаjу исти као у недеформисаном случаjу:
∆F(Qα) = Qα ⊗ 1 + 1⊗Qα , SF(Qα) = −Qα ,
∆F(Q̄α̇) = Q̄α̇ ⊗ 1 + 1⊗ Q̄α̇ , SF(Q̄α̇) = −Q̄α̇ ,
∆F(Pm) = Pm ⊗ 1 + 1⊗ Pm , SF(Pm) = −Pm ,
∆F(Dα) = Dα ⊗ 1 + 1⊗Dα , SF(Dα) = −Dα . (4.3)
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Овим jе дефинисана деформисана Хопфова алгебра U(S)F .
4.2 Деформисани суперпростор и алгебра суперпоља
Пошто смо видели на коjи начин изабрани твист деформише суперсиметричну
алгебру, потребно jе да размотримо на коjи начин се деформациjа преноси на обjекте
на коjе елементи Хопфове алгебре U(S) делуjу. У одељку 3.3.2 показано jе како се
помоћу одабраног твиста може деформисати алгебра суперпоља A са производом ·
у алгебру AF са производом ? (3.52). У случаjу твиста (4.1) ?-производ има следећи
облик:
















CαβCγδ(DαDγF )(DβDδG) , (4.4)
где су F и G два произвољна суперпоља. У развоjу ?-производа (4.4) има коначно
много чланова, jер су суперковариjантни изводи Грасманови оператори. Овако
увден ?-производ jе по конструкциjи асоциjативан, некомутативан, тj. F ?G 6= G?F
у општем случаjу, и своди се на обично тачкасто множење када не(анти)комутативне
константе Cαβ ишчезаваjу.
Размотримо сада на коjи начин ?-производ (4.4) мења стуктуру суперпростора
(2.7). Заменом уобичаjеног производа, ?-производом добиjаjу се следће ?-не(анти)ко-
мутационе релациjе између координата суперпростора (x, θ, θ̄):
{θα ?, θβ} = Cαβ , {θ̄α̇ ?, θ̄β̇} = 0 , {θ
α ?, θ̄α̇} = 0 ,





= 0 . (4.5)
Из релациjа (4.5) види се да jе и бозонски и фермионски део суперпростора дефор-
мисан.
Лево деjство Хопфове алгебре U(S)F 1 на алгебри суперпоља AF дефинисано jе
1Како се при твистовању множење у Хопфовоj алгебри не мења, исто jе деjство и алгебре U(S)
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ηF ) . (4.7)
Множење у алгебри AF jе дефинисано тако она буде U(S)F -модул алгебра, па
у складу са (3.53), суперсиметрична трансформациjа на ?-производ суперпоља F и
G делуjе на следећи начин:












= (δ?ξF ) ? G+ F ? (δ
?
ξG) , (4.8)
одакле следи да jе деформисано Лаjбницово правило истог облика као у недефор-
мисаном случаjу 2.
4.3 Конструкциjа D-деформисаног деjства
Пошто смо дефинисали деформисани суперпростор, можемо да приступимо де-
формисању деjства Вес-Зумино модела (2.75). Сви чланови у том деjству су ин-
вариjантни у односу на суперсиметричне трансформациjе и ту особину желимо да
сачувамо и код деформисаног модела. Зато ћемо наjпре размотрити на коjи начин
можемо да деформишемо чланове у (2.75) тако да очувамо суперсиметричност.
4.3.1 ?-производи киралних и антикиралних суперпоља
У одељку 2.4.1 разматрали смо чланове коjи су инвариjантни на деловање супер-
симетричних трансформациjа, а добиjаjу се из производа киралних и антикиралних
и алгебре U(S)F . Ознаку δ?ξ ћемо користити за елементе из Хопфове алгебре U(S)F , да нагласимо
да они делуjу на деформисаноj алгебри суперпоља AF .
2То jе директна последица чињенице да jе копроизвод генератора суперсиметричних трансфор-
мациjа остао недеформисан (4.3).
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суперпоља. Како сада радимо са деформисаном алгебром суперпоља AF , желимо
да инвариjантне чланове добиjемо из ?-производа киралних и антикиралних супер-
поља.
Размотримо ?-производ два кирална суперпоља:
Φ ? Φ = ΦΦ− 1
8
CαβCγδDαDγΦDβDδΦ




где смо увели ознаку C2 = CαβCγδεαγεβδ. Како D̄α̇(Φ ? Φ) 6= 0, то ?-производ
два кирална суперпоља ниjе кирално суперпоље. То значи да се θθ компонента
од (4.9) не трансформише као тотална дивергенциjа при суперсиметричним транс-
формациjама. Зато jе потребно да применимо киралне проjекторе (2.50) и добиjемо
иредуцибилне компоненте суперпоља Φ ? Φ. Оне су дате изразима:
P1(Φ ? Φ) = −
C2
32
(D2Φ)(D2Φ) , P2(Φ ? Φ) = ΦΦ , PT (Φ ? Φ) = 0 . (4.10)
Што се тиче ?-производа киралног и анткиралног суперпоља, он остаjе исти као
и у недеформисаном случаjу:
Φ ? Φ+ = ΦΦ+ . (4.11)
Суперпоље (4.11) представља векторски мултиплет, коjи jе иредуцибилна репрезен-
тациjа суперсиметричне алгебре.
Израчунаjмо сада ?-производ три кирална суперпоља:















= P2(P2(Φ ? Φ) ? Φ) + P1(P2(Φ ? Φ) ? Φ) + P1(Φ ? Φ) ? Φ . (4.12)
У претходном изразу добили смо три сабирка од коjих су прва два иредуцибилна
суперпоља - кирално и антикирално, док jе трећи сабирак производ киралног и
антикиралног суперпоља.
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Овим су исцрпљене комбинациjе суперпоља присутних у деjству (2.75). Међу-
тим, када будемо анализирали ренормализабилност модела, испоставиће се да jе за
конструкциjу D-деформисаног ренормализабилног Вес-Зумино модела, неопходно
укључивање и чланова коjи нису деформациjа чланова из деjства (2.75). Такви
чланови не постоjе у комутативном лимесу. Напишимо ?-производ два кирална и
jедног антикиралног суперпоља:




= P2(Φ ? Φ) ? Φ
+ + P1(Φ ? Φ) ? Φ
+ . (4.13)
У изразу (4.13) први сабирак jе производ киралног и антикиралног суперпоља, док
jе други сабирак антикирално суперпоље.
Следећи корак у конструкциjи суперсиметричног D-деформисаног Вес-Зумино
модела jе идентификовање суперсиметричних чланова добиjених из ?-производа
киралних и антикиралних суперпоља.
4.3.2 Деjство D-деформисаног Вес-Зумино модела
Формирањем ?-производа два или три кирална и антикирална суперпоља до-
били смо кандидате за чланове инвариjантне при суперсиметричним трансформа-
циjама, међутим потребно jе и експлицитно проверити њихову инвариjантност због
нелокалности киралних проjектора.
Директном провером добиjа се да су суперсиметрични чланови добиjени из ?-
производа два или три кирална и антикирална суперпоља следећи:








I2 = P2(Φ ? Φ)|θθ = ΦΦ|θθ (4.15)




I4 = P2(P2(Φ ? Φ) ? Φ)|θθ = ΦΦΦ|θθ (4.17)
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Деловањем антикиралним, односно киралним проjектором на суперпоља Φ?Φ+,
P1(Φ ? Φ) ? Φ и C̄2P2(Φ ? Φ) ? Φ+ и узимањем θθ, односно θ̄θ̄ члана, не добиjаjу се
суперсиметричне инвариjанте, што се може проверити директним рачуном. То jе
последица нелокалности киралних проjектора. Зато као суперсиметричне инвари-
jанте узимамо наjвише компоненте у развоjу по θ, θ̄ ових суперпоља. Експлицитним
рачуном може се проверити да добиjени чланови I1, I6 и I8 нису тоталне диверген-
циjе и инвариjантни су на суперсиметричне трансформациjе.
У инвариjанту I8, коjа jе добиjена из неминималне деформациjе Вес-Зумино
модела, укључили смо руком константу C̄2 = (C2)+ да бисмо у лимесу Cαβ = 0
могли да реконструишемо недеформисани Вес-Зумино модел.
Узимаjући у обзир све добиjене инвариjанте, (4.14-4.21), можемо да напишемо
















P2(P2(Φ ? Φ) ? Φ)|θθ + 3a2 P1(P2(Φ ? Φ) ? Φ)|θ̄θ̄













Уведени коефициjенти a1, a2, a3, a4 и a5 су реалне константе коjе представљаjу
параметре модела.
Пошто jе дефинисано класично деjство D-деформисаног Вес-Зумино модела
(4.22), можемо да размотримо његове квантне особине, рачунаjући поправке ефе-
ктивног деjства до нивоа jедне петље.
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4.4 Ренормализациjа D-деформисаног Вес-Зумино
модела
4.4.1 Ефективно деjство на нивоу jедне петље
Као и у случаjу недеформисаног Вес-Зумино модела, при рачунању корекциjа
ефективног деjства, користићемо технику суперграфова. Зато морамо наjпре напи-
сати деjство (4.22) као интеграл по целом суперпростору. Раздвоjимо деjство (4.22)
на део квадратичан по суперпољима, S0, и интеракциони део, Sint:
S = S0 + Sint . (4.23)










































Деjство (4.22) зависи од суперпоља Φ и Φ+, коjа задовољаваjу редом диференци-
jалне услове (2.34) и (2.42), што се мора узети у обзир при дефинисању генеришућег
функционала. Поступак jе идентичан као у недеформисаном случаjу: са супер-
поља Φ и Φ+ прећићемо на произвољна суперпоља Σ и Σ+ (2.88), деjство (4.22) има














d8zΣ+(1− P1)Σ . (4.26)
Укупно деjство са фиксираном калибрациjом jе:
S̃ = S0 + Sint + SGF . (4.27)
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Даље се, као у одељку 2.5.3, примењуjе метод позадинског поља: суперпоља Φ
и Φ+ се раздваjаjу на класични и квантни део:








па се после интеграциjе по квантним пољима Σq и Σ+q добиjа ефективно деjство на
нивоу jедне петље.




































Ефективно деjство на нивоу jедне петље, дато jе изразом (2.105):
Γ = S +
i
2
Trln(1 +M−1V) . (4.31)
Развоjем деjства S0 + SGF по квантним пољима, добиjамо израз за матрицуM:
M =
 −m1/2(1− a1C2)P− (P2 + ξ(P1 + PT ))
(P1 + ξ(P2 + PT )) −m1/2(1− a1C̄2)P+
 , (4.32)


























































































Потребно jе да инвертуjемо матрицуM, што можемо учинити применом кирал-















f() = −m2 +m2a1(C2 + C̄2) . (4.39)
Корекциjу ефективног деjства на нивоу jедне петље можемо да израчунамо ко-
ристећи се развоjем (2.109). Први члан у том развоjу садржи jедно класично су-















AF + ĀF̄ +BḠ+ B̄G
]
= 0 , (4.40)
Као и у случаjу недеформисаног Вес-Зумино модела, добиjамо Γ(1)1 = 0, па нема
доприноса од "пуноглавац" диjаграма у ефективном деjству.
Део поправке ефективног деjства коjи jе квадратичан по класичним пољима,












Tr[AFAF + ĀF̄ ĀF̄ + 2AFBḠ+ 2ĀF̄ B̄G
+2AGB̄F + 2ĀḠBF̄ + 2BF̄ B̄F
]
. (4.41)
3Како су матрични елементи G и Ḡ квадратични по константи не(анти)комутативности, то у
свим изразима задржавамо само чланове линеарне по G или Ḡ, jер желимо да добиjемо водећу
поправку ефективног деjства по малим величинама C, C̄.
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коjи постоjе у полазном деjству (4.22) поjављуjе и нови члан облика
∫
Φ+Φ. Кое-
фициjент уз таj члан jе пропорционалан са a2, па уколико желимо да конструишемо
ренормализабилно деjство, неопходно jе да коефициjент a2 буде jеднак нули. То jе,
рачунањем ефективног деjства по компонентама суперпоља, показано у раду [56].
Како jе ренормализабилност особина коjу желимо да сачувамо при деформациjи
Вес-Зумино модела, у даљем раду ћемо користити услов:
a2 = 0 . (4.48)
Нађимо сада дивергентну поправку ефективног деjства на нивоу jедне петље,
коjа jе трећег степена по класичним суперпољима, користећи услов (4.48). Трећи
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AFAFAF + ĀF̄ ĀF̄ ĀF̄ + 3AFAFBḠ
+ 3ĀF̄ ĀF̄ B̄G+ 3AFAGB̄F + 3ĀF̄ ĀḠBF̄ + 3AFBF̄ B̄F + 3ĀF̄ B̄FBF̄
+ 3AFBF̄ ĀḠ+ 3ĀF̄ B̄FAG+ 3BḠBF̄ B̄F + 3B̄GB̄FBF̄
]
. (4.49)








































































Из резултата (4.53) види се да интеракциони члан уз константу a1 производи дивер-
генциjу коja je облика интеракционог члана уз константу a5, док интеракциони члан
уз константу a3 производи дивергенциjу облика интеракционог члана уз константу
a4, што значи да jе немогуће конструисати ренормализабилан D-деформисани Вес-
Зумино модел, само деформишући постоjеће чланове у (2.75). Због ренормализа-
билности нужно jе укључити и неминималну деформациjу, коjа jе у нашем моделу
присутна преко интеракционих чланова пропорционалних константатма a4 и a5.
Израчунаjмо и дивергентни део поправке ефективног деjства на нивоу jедне
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AFAFBF̄ B̄F + ĀF̄ ĀF̄ B̄FBF̄ + AFBF̄ ĀF̄ B̄F + AFAFAFBḠ
+ ĀF̄ ĀF̄ ĀF̄ B̄G+ AFAFBF̄ ĀḠ+ ĀF̄ ĀF̄ B̄FAG+ AFAFAGB̄F
+ ĀF̄ ĀF̄ ĀḠBF̄ + AFBḠBF̄ B̄F + ĀF̄ B̄GB̄FBF̄ + AFBF̄ B̄FBḠ
+ ĀF̄ B̄FBF̄ B̄G+ AFBF̄ ĀF̄ ĀḠ+ ĀF̄ B̄FAFAG+ AFBF̄ B̄GB̄F
+ĀF̄ B̄FBḠBF̄ +BF̄ B̄FBF̄ ĀḠ+ B̄FBF̄ B̄FAG
]
. (4.54)
Jедини дивергентни члан у (4.54) jе:






































Дивергенциjе у Γ(4)1 потичу од интеракционих чланова у деjству (4.22) пропорци-
оналних константама a3 и a4, што значи да за добиjање ренормализабилног D-
деформисаног Вес-Зумино модела морамо наметнути два додатна услова на пара-
метре деjства:
a3 = 0 , (4.57)
a4 = 0 . (4.58)
Директним рачуном може се проверити да jе Γ(5)1 конвергентно.
Коначно, добиjамо израз за дивергентни део корекциjе ефективног деjства на
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Све дивергенциjе у (4.59) су облика чланова постоjећих у деjству (4.22). У наредном
одељку ћемо испитати да ли jе модел дат деjством (4.22), уз услове (4.48), (4.57),
(4.58), заиста ренормализабилан.
4.4.2 Ренормализовање деjства

























Напишимо "голо" деjство SB, заменом суперпоља Φ "голим" суперпољем Φ0 = ZΦ,
и заменом констаната интеракциjе λ, a1, a5, C2 и C̄2 и масе m њиховим "голим"
































Додавањем дивергентног дела величине Γ1 (4.59) "голом" деjству SB добиjамо ре-
нормализовано деjство (4.60):
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Из претходне jедначине можемо очитати вредност параметра Z, као и везе између
"голих" и ренормализованих вредности масе и констанатa интеракциjе:




1− 2m(C2 + C̄2)(ma1 + a5)
]
, (4.63)
























Из jедначина (4.63-4.67) видимо да jе конструисани D-деформисани Вес-Зумино
модел (4.60) ренормализабилан.
Размотримо ситуациjу у коjоj постоjи веза између констаната a1 и a5, као и
њихових "голих" вредности a01 и a05:





где jе α коефициjент пропорционалности. Да би обе релациjе (4.65) и (4.67) биле
задовољене, коефициjент α мора да узима тачно одређене вредности. Заменом веза





































Из услова непротивречности релациjа (4.69) и (4.71) добиjамо jедначину по коефи-
циjенту α: 2α2 − 3α− 2 = 0. Решења ове jедначине су: α1 = 2 и α2 = −12 .
Размотримо посебно случаj α2 = −12 . Тада jе веза између констаната a1 и a5:
a5 = −12ma1, па дивергентни део ефективног деjства трећег степена по класичним
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суперпољима ишчезава. То значи да се све редефинициjе могу изразити преко
ренормализациjе jачине суперпоља Z:








Ови резултати су слични ренормализациjи недеформисаног Вес-Зумино модела,
међутим у деформисаном случаjу се рернормализуjе деформисани масени члан∫
d8zΦD2Φ, а не само кинетички члан
∫
d8Φ+Φ. Оваква ситуациjа не противречи
теореми о неренормализовању, jер по тоj теореми могу бити ренормализовани чла-





У претходноj глави деформисали смо Вес-Зумино модел са jедним киралним
суперпољем (2.75) користећи такозвану D-деформациjу (4.1). Добиjени ?-производ
био jе не(анти)комутативан и нехермитски. У овоj глави изабраћемо други твист,
коjи доводи до хермитског ?-производа.
Следићемо план успостављен у глави 4: наjпре ћемо размотрити на коjи начин
изабрани твист мења Хопфову алгебру суперсиметричних трансформациjа, затим
ћемо деформисати алгебру суперпоља A са обичним множењем у тачки у алгебру
AF са ?-множењем и испитати структуру деформисаног суперпростора. Коришће-
њем киралних проjектора, конструисаћемо суперсиметрично деjство деформисаног
Вес-Зумино модела и на краjу, испитати ренормализабилност добиjене теориjе, ра-
чунањем поправке ефективног деjства квадратичне по класичним пољима до нивоа
jедне петље. Резултати коjи следе базирани су на радовима [58; 59].
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5.1 Хермитски деформисана Хопфова суперсиме-
трична алгебра
Да бисмо деформисали Хопфову алгебру суперсиметричних трансформациjа,




Cαβ∂α⊗∂β+ 12 C̄α̇β̇ ∂̄
α̇⊗∂̄β̇ . (5.1)




и ∂̄α̇ = ∂
∂θ̄α̇
. Константе Cαβ и C̄α̇β̇ су међусобно повезане комплексним
конjуговањем: (Cαβ)∗ = C̄α̇β̇.
Твист (5.1) не припада универзално обавиjаjућоj суперсиметричноj алгебри U(S),
где jе S дефинисано у (2.6). Зато jе неопходно да алгебру S проширимо генерато-
рима ∂α и ∂̄α̇. Дефинишимо копроизвод, коjединицу и антипод за парциаjлне изводе
∂α и ∂̄α̇ као:
∆∂α = ∂α ⊗ 1 + 1⊗ ∂α , ε(∂α) = 0 , S(∂α) = −∂α , (5.2)
∆∂̄α̇ = ∂̄α̇ ⊗ 1 + 1⊗ ∂̄α̇ , ε(∂̄α̇) = 0 , S(∂̄α̇) = −∂̄α̇ . (5.3)
Структуру Хопфове алгебре на U(S), где jе S = span{∂m, Qα, Q̄α̇, ∂α, ∂̄α̇}, добиjамо
прошируjући дефинициjе копроизвода и коjединице као алгебарских пресликавања
и антипода као антиалгебарског пресликавања. Твист (5.1) сада припада U(S) и
има облик (3.47).
Пошто смо дефинисали твист и утврдили да jе он заиста коjединични 2-коцикл,
можемо да деформишемо алгебру U(S) у алгебру U(S)F . Како смо видели у одељку
3.3.2, при твистовању алгебарско множење, jединица и коjединица остаjу исти. На
основу jедначнина (3.48) можемо да израчунамо деформисане копроизводе и анти-
поде за генераторе суперсиметричне алгебре, проширене Грасмановим изводима ∂α
68
Глава 5. Хермитски деформисан Вес-Зумино модел
и ∂̄α̇. За деформисане копроизводе добиjамо:
∆F(Qα) = Qα ⊗ 1 + 1⊗Qα +
i
2
C̄ α̇β̇σmαα̇(∂m ⊗ ∂̄β̇ − ∂̄β̇ ⊗ ∂m) , (5.4)
∆F(Q̄α̇) = Q̄α̇ ⊗ 1 + 1⊗ Q̄α̇ −
i
2
Cαβσmαα̇(∂m ⊗ ∂β − ∂β ⊗ ∂m) , (5.5)
∆F(∂m) = ∂m ⊗ 1 + 1⊗ ∂m , (5.6)
∆F(∂α) = ∂α ⊗ 1 + 1⊗ ∂α , (5.7)
∆F(∂̄α̇) = ∂̄α̇ ⊗ 1 + 1⊗ ∂̄α̇ , (5.8)
док су деформисани антиподи дати изразима:
SF(Qα) = −Qα , SF(Q̄α̇) = −Q̄α̇ , SF(∂m) = −∂m ,
SF(∂α) = −∂α , SF(∂̄α̇) = −∂̄α̇ . (5.9)
Овим jе дефинисана хермитски деформисана Хопфова алгебра U(S)F . Видимо да
се при хермитскоj деформациjи копроизводи генератора суперсиметричних транс-
формациjа Qα и Q̄α̇ мењаjу, што ће узроковати промене у Лаjбницовом правилу
(3.53).
5.2 Деформисани суперпростор и алгебра суперпоља
У претходном поглављу деформисали смо Хопфову алгебру суперсиметричних
трансформациjа увођењем твиста (4.1). Деформисана Хопфова алгебра U(S)F де-
луjе на алгебри суперпоља AF са ?-производом дефинисаним помоћу твиста F
(3.52), чиме алгебра AF постаjе U(S)F -модул алгебра. За твист (5.1) ?-производ
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два супрерпоља F и G jе:
















































β̇∂̄ δ̇G) . (5.10)
Развоj ?-производа (5.10) се завршава после коначно много чланова, jер су трећи
степени Грасманових извода ∂α и ∂̄α̇ jеднаки нули. Добиjени ?-производ jе хермит-
ски, тj. важи: (F ?G)∗ = G∗ ? F ∗, за произвољна два суперпоља исте парности F и
G, некомутативан F ? G 6= G ? F у општем случаjу, асоциjативан по конструкциjи,
и при Cαβ = 0 се своди на обчно множење суперпоља у тачки.
Израчунаjмо сада ?-(анти)комутаторе суперкоордината xm, θα и θ̄α̇:
{θα ?, θβ} = Cαβ , {θ̄α̇ ?, θ̄β̇} = C̄α̇β̇ , {θ
α ?, θ̄α̇} = 0 ,




= 0 . (5.11)
Релациjе (5.11) дефинишу деформисан суперпростор. Бозонске координате xm ?-
комутираjу са свим координатама суперпростора, док се деформациjа огледа у ?-
неантикомуирању фермионских координата θα и θ̄α̇.
Елементи Хопфове алгебре U(S)F делуjу на суперпоља из AF на следећи начин:
δ?ξF = (ξQ+ ξ̄Q̄)F . (5.12)
Како jе алгебра AF конструисана као U(S)F -модул алгебра, суперсиметричне транс-
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формациjе делуjу на ? производ два суперпоља из AF као:





































Jеданакости (5.13) представљаjу деформисано Лаjбницово правило. За разлику од
D-деформациjе, када jе деформисано Лаjбницово правило (4.8) било истог облика
као недеформисано (2.19), у случаjу хермитског твиста (5.1) у деформисаном Лаjб-
ницовом правилу постоjе додатни чланови, што jе последица промена у деформи-
саном копроизводу за суперсиметричне генераторе Qα и Q̄α̇.
5.3 Хермитски деформисано деjство
Дефинисање ?-производа (5.10) и деформисање алгебре суперпоља A у алгебру
AF , омогућава нам да, као у глави 4, деформишемо деjство Вес-Зумино модела
(2.75). Простом заменом множења у тачки ?-множењем у члановима овог деjства,
добиjаjу се величине коjе нису све инвариjантне на суперсиметричне трансформа-
циjе. Да бисмо формирали суперсиметрично деформисано деjство, користићемо
киралне проjекторе (2.50). При томе ћемо се ограничити на минималну деформа-
циjу, тj. у деjство ћемо укључити само чланове коjи су присутни у недеформисаном
Вес-Зумино моделу.
Кинетички члан Φ+Φ|θθθ̄θ̄ деформишемо тако што обично множење заменимо ?-
множењем. Наjвиша компонента добиjеног суперпоља Φ+ ? Φ у развоjу по θ, θ̄ се
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mψ + F ∗F . (5.14)
У последњоj jеднакости искоришћена jе парциjална интеграциjа. При деформиса-



























































Из релациjа (5.15) видимо да jе кинетички члан (5.14) инвариjантан на деформисане
суперсиметричне трансформациjе. Треба обратити пажњу на то да, иако jе члан
(5.14), записан преко компонентних поља A, A∗, ψ, ψ̄, F и F ∗ киралног и антики-
ралног суперпоља, идентичан недеформисаном кинетичком члану Φ+Φ|θθθ̄θ̄, његов
деформисани закон трансформациjе морамо да рачунамо из мултиплета коме при-
пада, а не користећи законе трансформациjа за компонентна поља (2.39)-(2.41) и
(2.47-2.49). То jе разлика између недеформисаних и деформисаних суперсиметрич-
них трансформациjа. У овом случаjу, члан (5.15) jе инвариjантан и на деформисане
и на недеформисане суперсиметричне трансформациjе.
Да бисмо деформисали масени члан ΦΦ|θθ, ниjе довољно да само заменимо оби-
чан производ ?-производом. Како смо видели у поглављу 2.3, у недеформисаном
случаjу кирална суперпоља чине подалгебру алгебре суперпоља A, међутим то ниjе
случаj у деформисаноj алгебри AF , што значи да ?-производ два кирална супер-
поља ниjе кирално суперпоље. Применом формуле (5.10) на производ два кирална
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суперпоља, Φ, са компонентним развоjем (2.35), добиjамо:

































































где jе C2 = CαβCγδεαγεβδ и C̄2 = C̄α̇β̇C̄γ̇δ̇ε
α̇γ̇εβ̇δ̇. Из израза (5.16) очигледно jе да Φ?Φ
ниjе кирално суперпоље. У развоjу произвољног киралног суперпоља одсуствуjу
чланови пропорционални θ̄α̇, θ̄θ̄ и θαθ̄θ̄, што за суперпоље Φ ? Φ не важи, оно има
ненулте θ̄α̇ и θ̄θ̄ чланове.
Да бисмо нашли кирални део суперпоља Φ ? Φ, користићемо формулу (2.52):



































































































= 2AF − ψψ . (5.18)
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Видимо да масени члан (5.18) остаjе исти као у недеформисаном случаjу, и инва-
риjантан jе и на деформисане и недеформисане суперсиметричне трансформациjе.
Деформишимо, на краjу, и интеракциони члан ΦΦΦ. У овом случаjу можемо да
поступимо на више начина. Уколико бисмо, просто, множење заменили ?-множењем
и онда искористили кирални проjектор, добили бисмо члан P2(Φ ?Φ ?Φ), међутим,
због нелокалности киралних проjектора, θθ компонента овог суперпоља ниjе инва-
риjантна на деформисане суперсиметричне трансформациjе. Зато ћемо интеракци-
они члан деформисати у члан P2(Φ ? P2(Φ ?Φ)). Компонента уз θθ овог суперпоља
има следећи облик:
P2(Φ ? P2(Φ ? Φ))
∣∣
θθ













































































∂m((∂nA)(A)) + . . .
)
. (5.21)
У изразу (5.21) изостављени су локални чланови, коjи под интегралом даjу повр-
шинске чланове. Нелокални члан у (5.21), може се трансформисати на следећи
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Уколико jе граница интеграциjе у претходном изразу у бесконачности, а поља до-
вољно брзо опадаjу, тада оваj интеграл ишчезава, па jе члан (5.20) инвариjантан на
деформисане суперсиметричне трансформациjе. Очигледно jе да ниjе инвариjантан
и на недеформисане трансформациjе, па интеракциони члан нарушава недеформи-
сану суперсиметриjу.






























где су m и λ реалне константе.
Увешћемо следећу нотациjу коjа скраћуjе компонентни запис деjства (5.23):
Cαβ = Kab(σ




где jе Kab = −Kba антисиметрична комплексна константна матрица. Важе иденти-
тети:
C2 = 2KabK
ab , C̄2 = 2K∗abK










= 8KamK∗ la . (5.27)
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У компонентном запису деjства (5.28) присутни су сви чланови из (5.23), међутим,
у даљем раду ћемо се зауставити на квадратичним члановима по константама не-
комутативности.
Овим jе дефинисано класично деjство некомутативног Вес-Зумино модела са
хермитском деформациjом. У следећем поглављу израчунаћемо поправку ефектив-
ног деjства квадратичну по класичним пољима, на нивоу jедне петље.
5.4 Ренормализабилност модела
У овом поглављу испитаћемо ренормализабилност хермитски деформисаног Вес-
Зумино модела. Као и у случаjу D-деформациjе, рачунаћемо ефективно деjство
деформисане теориjе на нивоу jедне петље и до другог степена по параметрима
некомутативности.
Да бисмо применили технику суперграфова, потребно jе да деjство (5.28) из-
разимо преко суперпоља и то као интеграл по целом суперпростору. Искористи-
ћемо везе између компонентних поља кирланог мултиплета и киралног суперпоља
(2.36-2.38). Издваjање одговараjућег члана из суперпоља, остваруjемо множењем
























































mnKmnθθθ̄θ̄ приликом преписивања деjства (5.28) као интеграла по целом
суперпростору. Присутство спурионских поља указуjе на нарушење симетриjе. У
нашем случаjу, ради се о нарушеноj инвариjантности на недеформисане суперсиме-
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тричне трансформациjе. Симетриjа деjства коjа остаjе jе деформисана суперсиме-
триjа.
Деjство (5.29) изражено jе преко киралног суперпоља Φ и антикиралног супер-
поља Φ+, коjа задовољаваjу редом диференциjалне услове D̄α̇Φ = 0 и DαΦ+ = 0.
Преласком на општa суперпољa Σ и Σ+ (2.88), ове везе прелазе у калибрациону
слободу за суперпоља Σ и Σ+ (2.89). Како jе показано у одељку 2.5.2, калибраци-















Укупно деjство са фиксираном калибрациjом jе:
S̃ = S0 + Sint + SGF , (5.31)
где jе S0 део деjства (5.29) квадратичан по суперпољима, а у делу Sint сабрани су
интеракциони чланови.
Сада можемо да применимо метод позадинског поља. Суперпоља Φ и Φ+ раз-
двоjимо на класични и квантни део:








Пошто се изврши интеграциjа по квантним пољима Σq и Σ+q у (2.102) добиjа ефек-
тивно деjство на нивоу jедне петље (2.105).
Развимо део деjства S0 + SGF по квантним пољима Σq и Σ+q . Квадратични део



















Матрица M дата jе изразом:
M =
 −m1/2P− (P2 + ξ(P1 + PT ))
(P1 + ξ(P2 + PT )) −m1/2P+
 . (5.34)
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Урадимо исто и са интеракционим деjством Sint. Његов део квадратичан по






















Матрични елемент F садржи два типа чланова: локалне, сабране у F1, и нелокалне,
сабране у F2:
F (z, z′) = F1(z)δ(z − z′) + F2(z, z′) . (5.37)
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δ(z′ − z)θθθ̄θ̄(Φ∂nD̄2)(z′). (5.39)
Да бисмо могли да рачунамо поправку ефективног деjства (2.105), треба да
























можемо да добиjемо поправке одговараjућег степена по класичним суперпољима.






Tr(AF + F̄ Ā) = 0 , (5.42)
што значи да, исто као у случаjу недеформисаног и D-деформисаног Вес-Зумино
модела, нема доприноса од "пуноглавац" диjаграма у ефективном деjству.















AFAF + ĀF̄ ĀF̄ + 2BF̄ B̄F
]
. (5.43)
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d4xF 2 . (5.48)


































































































































































































































x δ(x− y)F ∗(y) . (5.62)
Коначно, заменом (5.48) и (5.62) у (5.43) добиjамо дивергентни део поправке ефек-
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x δ(x− y)F ∗(y) . (5.63)
Из израза (5.63) види се да се у поправци ефективног деjства на нивоу jедне
петље поjављуjу дивергентни чланови коjи су друкчиjег облика од оних присут-
них у класичном деjству. На пример, у (5.63) постоjе дивергенциjе квадратичне по
класичним пољима, а класично деjство (5.28) деформациjу садржи само у интер-
акционим члановима коjи су трећег степена по класичним пољима. То значи да се
добиjене дивергенциjе не могу утопити у класично деjство, самим тим, хермитски
деформисан Вес-Зумино модел jе неренормализабилан.
У покушаjу да модел учинимо ренормализабилним, размотримо и неминималну
хермитску деформациjу Вес-Зумино модела. ПриликомD-деформисања Вес-Зумино
модела, сусрели смо се са сличном ситуациjом: минимално деформисан модел ниjе
био ренормализабилан, зато смо укључили додатне интеракционе чланове коjи нису
деформациjа чланова постоjећих у деjству. При том смо захтевали инвариjантност
при деформисаним суперсиметричним трансформациjама. У случаjу хермитски
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деформисаног Вес-Зумино модела, да бисмо отклонили дивергенциjе у (5.63), по-
требно jе да у деjство додамо неминималне чланове коjи су квадратични по супер-




















међутим, он не може да апсорбуjе дивергенциjе из (5.63). Додавање инвариjанти у
односу на деформисане суперсиметричне трансформациjе коjе су трећег степена по
суперпољима Φ и Φ+, не може да помогне у поништавању дивергенциjа у Γ(2)1 , већ
само да произведе нове, због додатних интеракционих чланова коjи би се поjавили
у деjству. Из тога произилази да хермитски деформисан Вес-Зумино модел остаjе
неренормализабилан и са неминималном деформациjом.
У случаjу D-деформисаног деjства, додавање неминмалних чланова у деjство,
омогућило нам jе конструисање ренормализабилног деформисаног модела, што у
случаjу хермитске деформациjе ниjе могуће. Оно што представља кључну разлику
између ова два модела jе чињеница да jе D-деформисани модел и после деформа-
циjе задржао пуну недеформисану суперсиметриjу, док jе хермитска деформциjа
произвела деjство инвариjантно само на деформисане суперсиметричне трансфор-
мациjе.
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Значаjна идеjа модерне теориjске физике, настала у жељи за превазилажењем
проблема дивергенциjа коjе у квантноj теориjи поља настаjу на малим растоjањима,
jе некомутативна геометриjа. Међу разним правцима коjи су развиjени у оквиру
те велике области [7; 8], у овом раду коришћен jе приступ деформационе квантиза-
циjе [31; 32; 33]. Главна тема овог рада била jе испитивање утицаjа деформисања
простора на ренормализабилност теориjе поља на њему. Суперсиметричне теориjе
поља имаjу боље ренормализационе особине од несуперсиметричних теориjа коjе
им одговараjу. Зато jе полазиште за деформациjу био суперпростор и ренормали-
забилна теориjа поља на њему - Вес-Зумино модел.
Након уводне главе, у другоj глави рада дат jе преглед основних поjмова су-
персиметриjе. Наjпре jе дефинисана суперсиметрична алгебра као Z/2 градирана
Лиjева алгебрa. Затим jе уведен суперпростор као екстензиjа простора Минков-
ског додавањем Грасманових Ваjлових спинора θα, θ̄α̇. Дефинисана су суперпоља
као функциjе суперкоордината xm, θα и θ̄α̇. Опште суперпоље ниjе иредуцибилна
репрезентациjа суперсиметриjе, па су дефинисане две иредуцибилне репрезента-
циjе - кирално и антикирално суперпоље. Показано jе како се применом киралних
проjектора из произвољног суперпоља могу издвоjити његов кирални и антики-
рални део. Коришћењем киралних суперпоља могуће jе на елегантан начин фор-
мулисати теориjу поља коjа jе инвариjантна на суперсиметричне трансформациjе
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и ренормализабилна [17]. Демонстирарана jе ренормализабилност ове теориjе на
нивоу jедне петље, рачунањем корекциjе ефективног деjства применом метода по-
задинског поља [47], технике суперграфова [43] и димензионе редукциjе [48; 49; 60].
Показано jе како се све редефинициjе параметара теориjе изражаваjу само преко
ренормализациjе jачине суперпоља. Наиме, маса и константа интеракциjе се не
ренормализуjу директно, већ само преко ренормализациjе jачине суперпоља. Оваj
исказ jе садржаj теореме о неренормализовању [50].
Трећа глава рада посвећена jе деформационоj квантизациjи као начину за де-
формисање суперпростора. Наведена jе дефинициjа Хопфове алгебре и њене репре-
зентациjе, као деjства елемената Хопфове алгебре на неком векторском простору.
Специjално, у случаjу када векторски простор има и структуру алгебре, дата jе де-
финициjа H-модул алгебре, као простора на коме Хопфова алгебра H ковариjантно
делуjе: h(ab) = ·(∆(h)(a ⊗ b)). Затим jе наведен наjзначаjниjи резултат у дефор-
мационоj квантизациjи - Дринфелдова теорема о твистовању. Она омогућава да се
из неке Хопфове алгебре избором 2-коцикла, такозваног твиста, дефинише нова,
деформисана Хопфова алгебра. У случаjевима када су твистови међусобно кохомо-
логни, твистовањем се не добиjаjу фундаментално различите Хопфове алгебре. То
jе садржаj теореме о кохомологиjи Хопфових алгебара. Даље jе наведено како се де-
формациjа Хопфове алгебре одражава на структуру H-модул алгебре, индукуjући
ново алгебарско множење - ?-производ1. На краjу jе теориjа деформационе кванти-
зациjе уопштена и примењена на случаj Хопфове алгебре универазално обавиjаjуће
алгебре суперсиметричних трансформациjа U(S). Како U(S) делуjе на алгебри су-
перпоља, A, то A представља U(S)-модул алгебру. Избором твиста F , може се
деформисати Хопфова алгебра U(S) у Хопфову алгебру U(S)F , а U(S)-модул алге-
бра A у U(S)F -модул алгебру AF са производом f ? g = ·(F−1(f ⊗ g)), где f, g ∈ A.
Овим jе дата теориjска основа за дефинисање не(анти)комутативних суперпростора
и деформисаних Вес-Зумино модела на њима, што jе урађено у наредне две главе




за два специjална избора твиста.
У четвртоj глави разматрана jе такозвана D-деформациjа коjа се остваруjе из-
бором нехермитског твиста F = e 12CαβDα⊗Dβ , где су Cαβ = Cβα ∈ C константе, а
Dα = ∂α + iσ
m
αα̇ θ̄
α̇∂m суперковариjантни изводи. Коришћењем метода описаног у
претходноj глави, деформисана jе Хопфова алгебра универзално обавиjаjуће алге-
бре суперсиметричних трансформациjа, проширене суперковариjантним изводима
Dα. Деформисана Хопфова алгебра ниjе се променила. Даље jе деформисана алге-
бра суперпоља увођењем ?-производа, чиме jе деформисан суперпростор. Дефор-
мисане (анти)комутационе релациjе коjе су претрпеле промену су {θα ?, θβ} = Cαβ,
[xm ?, xn] = −Cαβ(σmnε)αβ θ̄θ̄ и [xm ?, θα] = −iCαβσmββ̇ θ̄
β̇, тако да jе деформисан и
бозонски и фермионски сектор суперпростора. Чињеница да jе Хопфова алгебра
остала иста као пре деформациjе, резултуjе недеформисаним Лаjбницовим прави-
лом при деловању суперсиметричних трансформациjа на ?-производ суперпоља.
Дефинисани ?-производ омогућава деформисање деjства Вес-Зумино модела за-
меном обичног множења у тачки ?-множењем. При овоj конструкциjи, мора се обра-
тити пажња на чињеницу да кирална суперпоља нису затворена при ?-множењу, па
се суперсиметричне инвариjанте из ?-производа киралних суперпоља добиjаjу при-
меном киралних проjектора. У раду су размотрене различите суперсиметричне ин-
вариjанте, наjвише трећег степена по суперпољима, при чему су укључена и два не-
минимална члана, коjи нису деформациjа чланова из недеформисаног деjства. Ово
проширење учињено jе у жељи да се омогући ренормализабилност деформисаног
Вес-Зумино модела. Сабирањем свих суперсиметричних инвариjанти формирано jе
деjство деформисаног Вес-Зумино модела. Да би оно било реално, поред чланова
добиjених деформациjом, укључени су и њима комплексно конjуговани чланови.
Применом метода позадинског поља, технике суперграфова и димензионе ре-
дукциjе, израчуната jе корекциjа ефективног деjства на нивоу jедне петље, до петог
степена по класичном суперпољу. Испоставило се да нема "пуноглавац"-диjаграма
и да се масени члан не ренормализуjе директно, што jе у складу са теоремом о не-




1 , док jе члан
87
Глава 6. Закључак
у ефективном деjству петог степена по суперпољима коначан. Све бесконачности у
Γ
(2)





Члан таквог облика не постоjи у деjству деформисаног Вес-Зумино модела, што
значи да jе модел са a2 6= 0 неренормализабилан. Из тог разлога jе у осталим
разматрањима узет услов a2 = 0. Што се тиче бесконачности у Γ
(3)
1 , оне су све
облика чланова постоjећих у полазном деjству. Како jе модел конструисан тако
да буде трећег степена по суперпољима, дивергенциjе у Γ(4)1 су неприхватљиве у
ренормализабилноj теориjи. Из тог разлога, додатни услови за ренормализаби-
лан модел су a3 = a4 = 0. Испитана jе ренормализабилност модела под условима
a2 = a3 = a4 = 0, и испоставило се да jе модел тада заиста ренормализабилан. Као
у недеформисаном Вес-Зумино моделу, маса и константа интеракциjе, λ, се ренор-
мализуjу само преко ренормализациjе jачине суперпоља, док се константе a1 и a5
независно ренормализуjу. Нађен jе и специjални случаj, када су константе a1 и a5
повезане релациjом a5 = −12a1. Тада нестаjу дивергенциjе у Γ
(3)
1 и све редефинициjе
се могу изразити само преко ренормализациjе jачине суперпоља, што jе ситуациjа
коjа jе присутна код недефоримисаног Вес-Зумино модела.
Оваj тип деформациjе разматран jе у литератури [28], међутим деформисање
Вес-Зумино модела у том раду остварено jе на друкчиjи начин. Наиме, интерак-
циони члан коjи jе предложен у [28] je Φ?3|θθθ̄θ̄. Оваj члан представља суперсиме-
тричну инвариjанту I6 (4.19), међутим, како jе демонстрирано у нашем раду, само
овакав члан, поред мањкавости што не даjе у комутативном лимесу недеформисани
Вес-Зумино модел, не може да обезбеди ренормализабилност деформисаног модела.




F 3, међутим оваj члан нарушава половина суперсиметричних генера-
тора Q̄α̇. У нашем раду, захтевали смо инвариjантност у односу на деформисане
суперсиметричне трансформациjе, па овакав члан ниjе укључен у деформисано деj-
ство.
Ренормализабилност деформисаног Вес-Зумино модела, са нарушеном полови-
ном суперсиметричних генератора, при чему jе jедини ефекат деформациjе дода-
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вање члана F 3 у деjство недеформисаног Вес-Зумино модела [30], детаљно jе раз-
матрано у литератури [61; 62; 63]. Иако jе разматрани модел несуперсиметричан,
показано jе да на нивоу произвољно много петљи модел остаjе ренормализабилан,
ако му се дода коначно много контрачланова. Принцип усвоjен у нашем раду, био
jе да се све суперсиметричне инвариjанте укључе у деjство од почетка. Испоста-
вило се да jе за конкретан избор параметара модела, ово било довољно да обезбеди
ренормализабилност D-деформисаног Вес-Зумино модела.
У петоj глави разматрана jе jош jедна деформациjа суперпростора, увођењем
хермитског твиста: F = e
1
2
Cαβ∂α⊗∂β+ 12 C̄α̇β̇ ∂̄
α̇⊗∂̄β̇ , где су Cαβ = Cβα и C̄α̇β̇ = C̄β̇α̇ ком-
плексне константе, међусобно повезане комплексним конjуговањем: C̄α̇β̇ = (Cαβ)
∗,
а ∂α и ∂̄α̇ изводи по фермионским координатама. Применом изабраног твиста,
деформисана jе Хопфова алгебра суперсиметричних трансформациjа, проширена
фермионским изводима ∂α и ∂̄α̇. Jедини ефекат твистовања представља промењен
копроизвод за суперсиметричне генераторе Qα и Q̄α̇. Деформисана Хопфова алге-
бра на алгебри суперпоља делуjе заменом обичног множења, ?-множењем, што до-
води до деформисаних (анти)комутационих релациjа за координате суперпростора.
Конкретно, хермитска деформациjа jедино деформише фермионски део суперпро-
стора, док сви ?-комутатори коjи укључуjу бозонске координате остаjу непроме-
њени. Нове ?-антикомутационе релациjе су: {θα ?, θβ} = Cαβ и {θ̄α̇ ?, θ̄β̇} = C̄α̇β̇.
Деформисани копроизвод суперсиметричних генератора доводи до деформисаног
Лаjбницовог правила за деловање суперсиметричних трансформациjа на ?-производ
два суперпоља (5.13).
Као у четвртоj глави, деjство деформисаног Вес-Зумино модела добили смо
разматрањем инвариjанти у односу на деформисане суперсиметричне трансфор-
мациjе, коjе конструишемо из ?-приоизвода киралних и антикиралних суперпоља
уз коришћење киралних проjектора. У разматрању хермитске деформациjе, огра-
ничили смо се на минималну деформациjу, па смо деформисали само чланове коjи
су присутни у деjству недеформисаног Вес-Зумино модела. Коришћење киралних
проjектора, довело jе до нелокалности деформисаног деjства. Рачуната jе корек-
89
Глава 6. Закључак
циjа ефективног деjства квадратична по класичним суперпољима на нивоу jедне
петље. Коришћен jе метод суперграфова и димензиона редукциjа. Већ на нивоу
квадратичном по класичним суперпољима, у ефективном деjству се поjавило мно-
штво дивергентних чланова коjи нису присутни у полазном деjству, што значи да
хермитски деформисани Вес-Зумино модел ниjе ренормализабилан.
У раду су размотрена два типа деформациjе Вес-Зумино модела -D-деформациjа
и хермитска деформациjа. У случаjу D-деформациjе, видели смо да jе за погодан
избор параметара модела могуће добити ренормализабилан модел, док се у случаjу
хермитске деформациjе добиjа неренормализабилан модел већ на нивоу квадратич-
ном по класичним суперпољима. Основна разлика између ова два модела састоjи се
у чињеници да jе деформисана суперсиметриjа у првом случаjу уjедно и пуна супер-
симетриjа, док jе у другом случаjу jедино присутна инвариjантност на твистовану
суперсиметриjу. Суперсиметричност, иако у многоме поправља ренормализабил-
ност теориjа, недовољна jе у свом твистованом облику да обезбеди поништавање
дивергенциjа коjе се добиjаjу.
Jедан од даљих праваца истраживања могао би да буде генерализовање теориjе
са интеракциjом киралног суперпоља и векторског суперпоља на не(анти)комута-
тивни случаj. Међутим, испоставило се да jе формулисање таквог модела, повезано
са озбиљним тешкоћама коjе су последица немогућности да се истовремено конзи-
стентно дефинишу деформисане градиjентне и суперсиметричне трансформациjе.
Други правац даљег рада представља конструисање теориjе супергравитациjе
на не(анти)комутативном суперпростору. У радовима [64; 65; 66] показано jе да
се Аjнштаjнова општа теориjа релативности може формулисати као теориjа нару-
шене градиjентне SO(2, 3) симетриjе. Полазећи од такве формулациjе гравитациjе,
прелаз на некомутативни простор остваруjе се увођењем некомутативних поља и
Моjал-Веjловог ?-производа. Помоћу Саjберг-Витеновог пресликавања [10] некому-
тативна поља се могу изразити помоћу њихових комутативних партнера, а добиjена
теориjа у сваком реду по константама некомутатаивности има SO(2, 3) градиjентну
симетриjу. После њеног спонтаног нарушења добиjамо некомутативну деформациjу
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Аjнштаjнове теориjе гравитациjе [67; 68; 69]. Следећи природан корак jе уопшта-
вање описаног поступка на случаj супергравитациjе. Градирањем SO(2, 3) локалне
групе симетриjе, увођењем фермионских генератора Qα и Q̄α̇ добиjа се OSp(1, 4)
група. Прелазом на ?-производ и не(анти)комутативна поља и применом Саjберг-
Витеновог пресликавања може се, после спонтаног нарушења симетриjе, добити
не(анти)комутативно уопштење супергравитациjе2.








Ваjлови спинори и σ-матрице
У овом додатку навешћемо конвенциjе у вези са означавањем Ваjлових спинора
и Паулиjевих σ-матрица, као и идентитете коjи за њих важе, а коришћени су у
добиjању резултата у овом раду.
A.1 Дефинициjе
Метрика простора Минковског jе: ηmn = diag(−1, 1, 1, 1).




















и важи σ̄0 = σ0 и σ̄1,2,3 = −σ1,2,3.
Дираков спинор ψD(x) се у овоj репрезентациjи разлаже на два Ваjлова спи-
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Генератори Лоренцових трансформациjа у спинорскоj репрезентациjи Σmn су:
1
2
Σmn = − i
4








(σmσ̄n − σnσ̄m) , σ̄mn = 1
4
(σ̄mσn − σ̄nσm) . (A.6)
Из релациjе (A.4) види се да се леви Ваjлов спинор, ψα, трансформише као:
ψ′α = Mα
βψβ , (A.7)
где jе M = e−
1
2











Уведимо константан антисиметричан тензор ранга 2, εαβ, и његов инверз, εαβ,
тако да важи ε21 = ε12 = 1 и ε12 = ε21 = −1. За овако дефинисане тензоре ε и ε−1
важи контракциjа: εαβεβγ = δαγ. Tензор ε jе инвариjантан у односу на Лоренцове




1Компоненте спинора су Грасманови броjеви.
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Подизање и спуштање индекса α остваруjе се помоћу тензора εαβ и εαβ, па можемо
дефинисати и леви Ваjлов спинор са горњим индексом:
ψα = εαβψβ . (A.10)





Потпуно аналогно, могу се дефинисати и тензори за спуштање и подизање ин-
декса α̇:
ξ̄α̇ = εα̇β̇ ξ̄
β̇ , ξ̄α̇ = εα̇β̇ ξ̄β̇ , (A.12)
при чему важи: ε2̇1̇ = ε1̇2̇ = 1 и ε1̇2̇ = ε2̇1̇ = −1, као и контракциjа: εα̇β̇εβ̇γ̇ = δα̇
γ̇.





Из jедначина (A.7) и (A.8) види се да jе индексна структура Паулиjевих матрица
слећа:
σmαα̇ , σ̄




Помоћу тензора εαβ и εα̇β̇ могу да се повежу компоненте матрица σ
m и σ̄m:
σ̄mα̇α = εα̇β̇εαβσmββ̇ (A.15)
За производе Ваjлових спинора и σ-матрица користи се следећа скраћена нота-
циjа:
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Комплексно конjуговање Ваjлових спинора претвара индексе без тачке у индексе
са тачком и обрнуто:
(ψα)
∗ = ψ̄α̇ . (A.22)




















Како су компоненте Ваjлових спинора Грасманови броjеви, то су и парциjални
изводи по тим компонентама антикомутираjући диференциjални оператори:
∂α∂β = −∂β∂α , ∂α∂̄β̇ = −∂̄β̇∂α , ∂̄α̇∂̄β̇ = −∂̄β̇∂̄α̇ . (A.26)
Уведимо ознаке за контракциjе парциjалних извода по θα и θ̄α̇:
∂2 = ∂α∂α , ∂̄
2 = ∂̄α̇∂̄
α̇ . (A.27)
У наредном поглављу навешћемо неке корисне идентитете са Ваjловим спино-
рима и σ-матрицама, коjи су често коришћени у овом раду.
A.2 Идентитети са Ваjловим спинорима и σ-матрицама
Матрице σm, σ̄m, σmn и σ̄mn задововљаваjу следеће идентитете:
σmσ̄n + σnσ̄m = −2ηmn , σ̄mσn + σ̄nσm = −2ηmn , (A.28)
σmσ̄n = 2σmn − ηmn , σ̄mσn = 2σ̄mn − ηmn , (A.29)
Tr(σmσ̄n) = −2ηmn , Tr σmn = 0 , (A.30)
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εabcdσcd = −2iσab , εabcdσ̄cd = 2iσ̄ab , (A.31)
σm
αβ̇





m = −2δ βα δ
β̇
α̇ . (A.33)


















(φψ)(θθ) , (θ̄φ̄)(θ̄ψ̄) = −1
2
(φ̄ψ̄)(θ̄θ̄) , (A.36)
εαβ∂β = −∂α , εα̇β̇∂̄β̇ = −∂̄
α̇ , (A.37)
εαβ∂α∂βθθ = 4 , εα̇β̇∂
α̇∂β̇ θ̄θ̄ = 4 , (A.38)
χσnψ̄ = −ψ̄σ̄nχ , (χσmψ̄)+ = ψσmχ̄ , (A.39)









У овом додатку сабраћемо идентитете коjи важе за суперковариjантне изводе
и демонстрираћемо како се њиховом применом могу рачунати интеграли по супер-
простору коjи зависе од суперпоља. На таj начин се рачун врши за све елементе
мултиплета коjи припадаjу датом суперпољу истовремено, што jе битно техничко
поjедностављење. Ова техника назива се техника суперграфова.
B.1 Општи идентитети
Кренимо од релациjа коjе дефинишу суперковариjантне изводе:
Dα = ∂α + iσ
m
αα̇ θ̄
α̇∂m , D̄α̇ = −∂̄α̇ − iθασmαα̇∂m . (B.1)
Коришћењем тензора εαβ, εα̇β̇ и њихових инверза, можемо да подижемо и спуштамо
индексе на суперковариjантним изводима:
Dα = εαβDβ = −∂α − iθ̄α̇σ̄mα̇α∂m , D̄α̇ = εα̇β̇D̄β̇ = ∂̄
α̇ + iσ̄mα̇αθα∂m . (B.2)
Суперковариjантни изводи задовољаваjу антикомутационе релациjе:
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Из релациjа (B.1-B.3) лако се добиjаjу следећи корисни идентитети:
D2 = DαDα = −∂2 + 2iσmαα̇ θ̄α̇∂α∂m − θ̄2 , (B.4)
D̄2 = D̄α̇D̄
α̇ = −∂̄2 − 2iθασm
αβ̇

















2] = −4iσmαα̇D̄α̇∂m , [D̄α̇, D2] = 4iσmαα̇Dα∂m , (B.8)
DαD̄2Dα = D̄α̇D
2D̄α̇ , D2D̄2D2 = 16D2 , D̄2D2D̄2 = 16D̄2 . (B.9)
B.2 Парциjална интеграциjа
Интеграли по простор-времену тоталних дивергенциjа представљаjу површинске
чланове, коjе ћемо занемаривати. У том случаjу, важи:∫
d8zDαF = 0 ,
∫
d8zD̄α̇F = 0 . (B.10)
Релациjе (B.10) и Лаjбницово правило за суперковариjантне изводе, омогућаваjу
нам да изведемо следећа правила парциjалне интеграциjе:∫
d8z(DαF )G = −(−1)|F |
∫
d8zF (DαG) , (B.11)∫
d8z(D̄α̇F )G = −(−1)|F |
∫
d8zF (D̄α̇G) , (B.12)∫
d8z(D2F )G =
∫
d8zF (D2G) , (B.13)∫
d8z(D̄2F )G =
∫
d8zF (D̄2G) , (B.14)∫
d8z(DαD̄2DαF )G =
∫
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B.3 Деловање на δ-функциjу
На целом суперпростору δ-функциjа се дефинише као:
δ8(z − z′) = δ4(x− x′)δ2(θ − θ′)δ2(θ̄ − θ̄′) , (B.17)
где су δ-функциjе у спинорском делу суперпростора δ2(θ−θ′) = (θ−θ′)2 и δ2(θ̄−θ̄′) =
(θ̄ − θ̄′)2.
При деловању суперковариjантнх извода на δ-функциjе, важе следећи иденти-
тети:
Dαδ
8(z − z′) = −D′αδ8(z − z′) , (B.18)
D̄α̇δ
8(z − z′) = −D̄′α̇δ8(z − z′) , (B.19)
D2δ8(z − z′) = D′2δ8(z − z′) , (B.20)
D̄2δ8(z − z′) = D̄′2δ8(z − z′) , (B.21)
D2δ8(z − z′) = −4e−i(θ−θ′)σmθ̄∂mδ4(x− x′) , (B.22)
D̄2δ8(z − z′) = −4eiθσm(θ̄−θ̄′)∂mδ4(x− x′) , (B.23)
D̄2D2δ8(z − z′) = 16ei(θσmθ̄+θ′σmθ̄′−2θσmθ̄′)∂mδ4(x− x′) , (B.24)
D2D̄2δ8(z − z′) = 16e−i(θσmθ̄+θ′σmθ̄′−2θσmθ̄′)∂mδ4(x− x′) . (B.25)
У следећем поглављу, показаћемо како се идентитети наведени у овом додатку,
могу искористити при рачунању трагова у поправци ефективног деjства (2.109).
B.4 Пример рачуна применом технике супергара-
фова
Као демонстрациjу технике суперграфова, израчунаћемо траг (2.113). Користи-
ћемо правила парциjалне интеграциjе за суперковариjантне изводе D и D̄, сабране
у B.2, као и идентитете коjи важе за деловање суперковариjантних извода на делта
функциjе из B.3.
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δ4(x2 − x1)Φ(x1, θ, θ̄) . (B.26)
У другоj jеднакости искоришћена jе особина (B.20), парциjална интеграциjа за пре-
бацивање оператора D̄2 на почетак израза и чињеница да трећи степени суперко-
вариjантних извода ишчезаваjу. Затим jе, у трећоj jеднакости, примењена особина
(B.9). У четвртоj jеднакости jе употребљена особина (B.21) и парциjална интегра-
циjа да се оператор D2 пребаци на почетак израза. У петоj jе искоришћена особина
(B.24) и у последњоj jе извршена интеграциjа по Грасмановим променљивим θ2 и
θ̄2, те су преостале Грасманове променљиве преименоване у θ и θ̄. На таj начин
добили смо израз (B.26) у коме постоjи само jедна интеграциjа по фермионском
делу суперпростора.
Добиjени интеграл jе ултравиолетно дивергентан, и потребно jе израчунати ње-
гов дивергентни део. Да бисмо то учинили, применићемо технику димензионе ре-
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дукциjе [48; 49]. У тоj методи, регуларизациjа се врши преласком са интеграла у 4
димензиjе на интеграл у 4 − ε димензиjа, при чему се дивергенциjе параметризуjу
као полови параметра ε. Треба обратити пажњу да се ово смањење броjа димен-
зиjа врши само у бозонском делу суперпростора, док фермионски део остаjе све
време четвородимензион. У додатку C показано jе како се применом димензионе
регуларизациjе одређуjе дивергентни део интеграла. Коришћењем формуле (C.17),









На потпуно аналоган начин, могу се, применом идентитета коjи важе за су-
перковариjантне изводе и формула за димензиону регуларизациjу из додатка C,
израчунати сви трагови коjи се добиjаjу у развоjу поправке ефективног деjства.
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Техника димензионе регуларизациjе [60; 70] остваруjе се коришћењем димензиjе
простор-времена као регуларизационог параметра. Тако се дивергентни интеграли
не рачунаjу у 4 димензиjе, већ у 4 − ε димензиjа, а дивергенциjе се поjављуjу као
полови по параметру ε.
У следећем поглављу демонстрираћемо на примеру jедног интеграла, како се
примењуjе техника димензионе регуларизациjе.
C.1 Рачунање дивергентног дела интеграла















δ(x2 − x1)g(x1) , (C.1)
где jе K = (−m2)−1.
Заменимо δ-функциjе у претходном изразу њиховим развоjем у импулсном про-
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(k2 +m2)((k + p)2 +m2)
, (C.2)










Интеграл по k у изразу (C.2) jе ултравиолетно дивергентан. Да бисмо га регу-






(k2 +m2)((k + p)2 +m2)
. (C.4)






[(1−x)A+xB]2 у интегралу (C.4),


















(l2 +m2 + xp2 − x2p2)2
. (C.5)
Пређимо сада на еуклидски простор сменом: l0 = il0E, l1,2,3 = l
1,2,3
E . Квадрат норме













где jе ∆ = m2 + p2(x − x2). Инеграл по lE можемо да решавамо у сферним коор-




, а интеграл по


























− γ − o(ε) , (C.8)
где jе ε 1, а γ Оjлер-Маскерониjева константа. Користећи развоj гама-функциjе








Заменимо добиjени резултат (C.9) у (C.2) и извршимо инверзну Фуриjеову транс-








d4x f(x)g(x) . (C.10)
На описани начин може се израчунати дивергентни део сваког трага коjи се
поjављуjе у овом раду. При рачунању доприноса у корекциjи ефективног деjства
коjи садржи више од два пропагатора, потребно jе применити уопштену Феjнманову
параметризациjу:
1











δ(x1 + x2 + · · ·xn − 1)
(x1A1 + x2A2 + · · ·xnAn)n
, (C.11)





















У следећем поглављу навешћемо резултате за дивергентне делове трагова коjи
се поjављуjу у овом раду.
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C.2 Формуле за димензиону регуларизациjу





























































































У овом додатку навешћемо доказе главних теорема из теориjе деформационе
квантизациjе.
D.1 Основна теорема деформационе квантизациjе
Теорема 1. Нека jе H Хопфова алгебра, а χ = χα ⊗ χα коjединични 2-коцикл.
Тада постоjи нова Хопфова алгебра Hχ дефинисана истим производом, jединицом
и коjединицом док су нови копроизвод и антипод дати са:
∆χ(h) = χ∆(h)χ
−1 , Sχ(h) = US(h)U
−1 ,
за све h ∈ Hχ. Инвертибилни елемент U ∈ Hχ дат jе изразом U = χαS(χα).
Доказ. Да биHχ била Хопфова алгебра, потребно jе да дефинисиано пресликавање
∆χ буде коасоциjативно и да представља алгебарско пресликавање, коjединица ε
мора да задовољи аксиоме коjединице у односу на нови копроизвод ∆χ. Такође,
дефинисано пресликавање Sχ мора да задовољи аксиоме антипода.
111
Додатак D. Теореме деформационе квантизациjе
Покажимо наjпре коасоциjативност пресликавања ∆χ:






= (χ⊗ 1)((∆⊗ id)χ)((∆⊗ id)∆(h))((∆⊗ id)χ−1)(χ−1 ⊗ 1)






= (id⊗∆χ)∆χ(h) , (D.1)
где jе h произвољан елемент Хопфове алгебре H. Овим jе доказано да jе ∆χ ко-
асоциjативно. У доказу jе наjпре искоришћена чињеница да jе ∆ алгебарско пре-
сликавање, затим дефинициони услов за 2-коцикл χ, па поново чињеница да jе ∆
алгебарско пресликавање.
Докажимо да jе ε коjединица:
(id⊗ ε)∆χ(h) = (id⊗ ε)(χ∆(h)χ−1)
= ((id⊗ ε)χ)((id⊗ ε)∆(h))((id⊗ ε)χ−1) =
= (id⊗ ε)∆(h) = h , (D.2)
(ε⊗ id)∆χ(h) = (ε⊗ id)(χ∆(h)χ−1)
= ((ε⊗ id)χ)((ε⊗ id)∆(h))((ε⊗ id)χ−1) =
= (ε⊗ id)∆(h) = h . (D.3)
У овом доказу употребљена jе особина алгебарског пресликавања ε, коjединичност
2-коцикла χ и аксиома коjединице у Хопфовоj алгебри H.
Доказ да jе ∆χ алгебарско пресликавање следи из jеднакости:
∆χ(hg) = χ∆(hg)χ
−1 = χ∆(h)∆(g)χ−1 = χ∆(h)χ−1χ∆(g)χ−1 = ∆χ(h)∆χ(g) . (D.4)
Покажимо сада инвертибилност елемента U ∈ Hχ. Уведимо величину U−1 =
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γ)χ̄γ = 1 . (D.5)
У претходном извођењу, у другоj jеднакости смо искористили инвертовану особину
коjединичности, у трећоj аксиому антипода, у четвртоj чињеницу да jе антипод S
антиалгебарско пресликавање, док смо у петоj искористили услов за 2-коцикл у
облику:
(∆⊗ id)χ−1 = ((id⊗∆)χ−1)(1⊗ χ−1)(χ⊗ 1) , (D.6)
што по компонентама гласи:
χ̄γ(1) ⊗ χ̄
γ
(2) ⊗ χ̄γ = χ̄
γχα ⊗ χ̄γ(1)χ̄βχα ⊗ χ̄γ(2)χ̄β . (D.7)
У претпоследњоj jеднакости у (D.5) употребљена jе аксиома антипода и на краjу
аксиома коjединице.
















= S(ε(χα)χα) = S(1) = 1 (D.8)
У претходном доказу коришћене су основне особине антипода и коjединице, коjе-
динчност 2-коцикла χ и услов за 2-коцикл:
(∆⊗ id)χ = (χ−1 ⊗ 1)(1⊗ χ)(id⊗∆)χ (D.9)
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у компнентном облику:
χα(1) ⊗ χα(2) ⊗ χα = χ̄αχγ ⊗ χ̄αχβχγ(1) ⊗ χβχγ(2) . (D.10)
Пошто смо доказали инвертибилност елемента U и одредили његов инверз, U−1,
можемо да докажемо да Sχ задовољава аксиоме антипода:









= US(χ̄β)ε(h)χ̄β = UU
−1ε(h) = ε(h) , (D.11)
при чему смо користили особине антипода за S, коjединичност ε, као и релациjу:
χχ−1 = χαχ̄β ⊗ χαχ̄β = 1⊗ 1 . (D.12)
Потпуно аналогно, се доказуjе и друга аксиома антипода за Sχ:
















−1 = ε(h)UU−1 = ε(h) . (D.13)
Овим jе доказано да jе Hχ Хопфова алгебра.
D.2 Теорема о деформисању H-модул алгебре
Теорема 2. Нека jе χ коjединчни 2-коцикл за Хопфову алгебру H, и нека jе асо-
циjативна алгебра, A, са производом ·, H-модул алгебра, тj. важи h(a · b) =
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·(∆(h)(a ⊗ b)) и h(1) = ε(h)1, за све a, b ∈ A и h ∈ H , где jе 1 jединица у ал-
гебри A (ако постоjи), тада производ:
a ? b = ·(χ−1(a⊗ b)) , (D.14)
за све a, b ∈ A, дефинише нову асоциjативну алгебру Aχ. Алгебра Aχ jе Hχ-модул
алгебра, где jе Hχ Хопфова алгебра дефинисана у теореми 1 помоћу коjединичног
2-коцикла χ.
Доказ. Да би алгебра Aχ са производом ? била Hχ-модул алгебра, потребно jе да
важи следећа релациjа:
h(a ? b) = ?(∆χ(h)(a ? b)) . (D.15)
Трансформишимо леву страну израза (D.15):




= ?(∆χ(h)(a⊗ b)) , (D.16)
чиме смо добили десну страну релациjе (D.15).
Докажимо jош асоциjативност дефинисаног ?-производа (D.14):
(a ? b) ? c = ·(χ−1(·(χ−1(a⊗ b)))⊗ c)
= ·(χ−1(· ⊗ id)(χ−1 ⊗ id)(a⊗ b⊗ c))
= ·((· ⊗ id)((∆⊗ id)(χ−1 ⊗ id))(χ−1 ⊗ id)(a⊗ b⊗ c))
= ·((· ⊗ id)((id⊗∆)(id⊗ χ−1))(id⊗ χ−1)(a⊗ b⊗ c))
= ·((id⊗ ·)((id⊗∆)(id⊗ χ−1))(id⊗ χ−1)(a⊗ b⊗ c))
= ·(χ−1(id⊗ ·)(id⊗ χ−1)(a⊗ b⊗ c))
= ·(χ−1(a⊗ ·(χ−1(b⊗ c))))
= a ? (b ? c) . (D.17)
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У претходном доказу користили смо: у трећоj jеднакости чињеницу да jе A H-
модул алгебра, затим у четвртоj услов да jе χ 2-коцикл, потом смо у следећем
реду искористили асоциjативност производа ·, па у наредном поново услов да jе A
H-модул алгебра.
D.3 Теореме о кохомологиjи Хопфових алгебара
Теорема 3. Нека jе H-Хопфова алгебра. Ако jе γ ∈ H инвертибилни коjединични
елемент и χ коjединични 2-коцикл, тада jе изразом
χγ = (γ ⊗ γ)χ∆γ−1 (D.18)
дефинисан нови коjединични 2-коцикл χγ. Каже се да jе χγ кохомологно са χ.
Доказ. Да бисмо доказали да jе χγ 2-коцикл, проверићемо да ли оно задовољава
релациjу (3.32):
(1⊗ χγ)(id⊗∆)χγ = (1⊗ (γ ⊗ γ)χ∆γ−1)(id⊗∆)((γ ⊗ γ)χ∆γ−1)
= (1⊗ γ ⊗ γ)(1⊗ χ)(1⊗∆γ−1)(γ ⊗∆γ)((id⊗∆)χ)(id⊗∆)∆γ−1
= (γ ⊗ γ ⊗ γ)(1⊗ χ)((id⊗∆)χ)(id⊗∆)∆γ−1
= (γ ⊗ γ ⊗ γ)(χ⊗ 1)((∆⊗ id)χ)(∆⊗ id)∆γ−1
= (γ ⊗ γ ⊗ 1)(χ⊗ 1)(∆γ−1 ⊗ 1)(∆γ ⊗ γ)((∆⊗ id)χ)(∆⊗ id)∆γ−1
= ((γ ⊗ γ)χ∆γ−1 ⊗ 1)(∆⊗ id)((γ ⊗ γ)χ∆γ−1)
= (χγ ⊗ 1)(∆⊗ id)χγ . (D.19)
Овим jе показано да χγ jесте 2-коцикл. У доказу смо користили чињеницу да jе ∆
алгебарско пресликавање, услов 2-коцикла за χ и коасоциjативност.
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Докажимо сада коjединичност 2-коцикла χγ:
(ε⊗ id)χγ = (ε⊗ id)((γ ⊗ γ)χ∆γ−1)
= ε(γ)γ((ε⊗ id)χ)((ε⊗ id)∆γ−1)
= γγ−1 = 1 , (D.20)
(id⊗ ε)χγ = (id⊗ ε)((γ ⊗ γ)χ∆γ−1)
= ε(γ)γ((id⊗ ε)χ)((id⊗ ε)∆γ−1)
= γγ−1 = 1 . (D.21)
У претходном извођењу коришћена jе коjединичност 2-коцикла χ и елемента γ,
аксиома коjединице и чињеница да jе коjединица алгебарско пресликавање.
Теорема 4. Нека су χ и ψ два коjединична 2-коцикла за Хопфову алгебру H. Тада
су Хопфове алгебре Hχ и Hψ, добиjене твистовањем 2-коцикилима редом χ и ψ
као у теореми 1, међусобно изоморфне преко унутрашњег аутоморфизма, ако су
χ и ψ међусобно кохомологни. У специjалном случаjу, када jе ψ = ∂γ, где jе γ ∈
H коjединични инвертибилни елемент, тада се твистовањем помоћу 2-коцикла
∂γ добиjа Хопфова алгебра коjа jе унутрашње аутоморфна са полазном Хопфовом
алгебром H.
Доказ. Како су ψ и χ кохомологни, они су повезани релациjом: ψ = (γ⊗γ)χ∆γ−1.
Дефинишимо пресликавање f : Hψ → Hχ као: f(h) = γ−1hγ, за свако h ∈ Hψ.
Покажимо да jе f изоморфизам Хопфових алгебри Hψ и Hχ.
Како важи f(hg) = γ−1hgγ = γ−1hγγ−1gγ = f(h)f(g) и f(1) = γ−11γ = 1, то jе
пресликавање f алгебарско пресликавање алгебре Hψ на алебру Hχ.




= (γ ⊗ γ)χ∆(γ−1)∆(h)∆(γ)χ−1(γ−1 ⊗ γ−1)
= (γ ⊗ γ)χ∆(γ−1hγ)χ−1(γ−1 ⊗ γ−1)
= (γ ⊗ γ)∆χ(γ−1hγ)(γ−1 ⊗ γ−1) . (D.22)
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Да би пресликавање f било коалгебарско пресликавање, треба да важи: (f ⊗
f)∆ψ(h) = ∆χ(f(h)) и εχ(f(h)) = εψ(h). Покажимо прву релациjу:
(f ⊗ f)∆ψ(h) = (γ−1 ⊗ γ−1)∆ψ(h)(γ ⊗ γ)
= (γ−1 ⊗ γ−1)(γ ⊗ γ)∆χ(γ−1hγ)(γ−1 ⊗ γ−1)(γ ⊗ γ)
= ∆χ(f(h)) . (D.23)




= ε(h) = εψ(h) . (D.24)
Jош jе потребно доказати да пресликавање f чува антипод, тj. да важи: f(Sψ(h)) =
Sχ(f(h)). Антиподи Sψ и Sχ су по теореми 1 дати изразима:
Sψ(h) = UψS(h)U
−1
ψ , Sχ(h) = UχS(h)U
−1
χ , (D.25)
где су Uψ = ψαS(ψα) и Uχ = χαS(χα). Нађимо везу између Uψ и Uχ:
Uψ = ψ
αS(ψα) = ·(id⊗ S)ψ
= ·(id⊗ S)((γ ⊗ γ)χ∆(γ−1))










= γUχS(γ) . (D.26)
У претходном извођењу искористили смо дефинициjе Uψ и Uχ, везу ψ и χ, чињеницу
да jе антипод антиалгебарско пресликавање, аксиому антипода и коjединичност
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= Sχ(f(h)) . (D.27)
Специjални случаj ψ = ∂γ, добиjа се узимањем χ = 1 ⊗ 1, тада jе: χγ = (γ ⊗
γ)∆(γ−1) = ∂γ = ψ.
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